Wiskundige Methoden in de Fysica
examen

23 januari 2018

Voor dit examen krijg je 4u tijd en mag je de cursus en de oefeningenopgaven gebruiken.
Niet toegelaten zijn opgeloste oefeningen, handboeken, rekenmachines en communicatie-
middelen. Gelieve elke vraag op een apart blad te schrijven. Veel succes!

1. Vectoranalyse. Bij de afleiding van het Pauliprincipe voor het electron (met lading e)
komt men onderstaande operator tegen:

= ~ —

M = (5 - ed) x (F— ) 1)
met A de magnetische vectorpotentiaal en ﬁ — —;V. Toon aan dat voor een algemene
scalaire functie ¢ geldt dat M1 = ieBy met B de magnetische inductie.

2. Complexe analyse. We bewijzen in 2 stappen dat

Vs [\/—11_?] = L) 2)

a) Toon aan (zonder contourintegratie) dat integreren naar ¢ tussen [0,7] van de
Jacobi-Anger formule
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b) Bereken nu (2) via Bromwichintegratie.
Hint: kies de kortst mogelijke vertakkingslijn en leg je contour er net naast.

3. Laplacetransformatie van de cilindrische Besselfuncties. We veralgemenen nu het
resultaat uit vraag 2 tot J,({) met n € N

L [Ja(t)] = juls) = (\/?T_)

(5)

in de volgende stappen:

a) Gebruik Jj(t) = —Ji(t) om L[J;(t)] te vinden.



b) Zet onderstaande recursierelaties voor Besselfuncties om naar het Laplacedomein:

Io1(2) = Jusa(2) =2J1(2), (6)
IJnfl(;I') + $Jn+1 (37) = QRJH(:C) (7)

Steun bij voorkeur op de eigenschappen van de Laplacetransformatie.

WA (vee) c) Kies één van beide recursierelaties en bewijs dat j,(s) gedefinicerd door (5)
. craan voldoet.
Hint: je kan schrijfwerk beperken door w = /1 + 52 — s in te voeren.

4. Eigenmode-expansie. Bereken de stationaire temperatuursverdeling u(p, €) binnen
cen homogene bol met straal a. De temperatuur op de rand van bovenste helft wordt
op 1 gehouden; op de rand van de onderste helft is u = 0.

(a) Stel de differentiaalvergelijking op die dit probleem beschrijft in bolcoérdinaten,
rekening houdend met de symmetrie uit figuur 1. Geef de randvoorwaarden in
wiskundige vorm.

(b) Herleid de partiéle differentiaalvergelijking voor u(p,f) = R(p)©(f) tot een set
van 2 gewone differentiaalvergelijkingen door scheiden in veranderlijken.

(c) Los de vergelijking voor ©(#) op, en behoud enkel fysische oplossingen. Gebruik
de substitutie z = cos(f). Welke vorm neemt de scheidingsconstante aan?

(d) Probeer voor R(p) oplossingen van de vorm p". Bepaal 2 waarden voor de
parameter r uit de scheidingsconstante en behoud de fysische oplossing.
(e) Geef de algemene oplossing voor u met onbekende Fouriercoéfficiénten.

(f) Gebruik de beginvoorwaarden om de coéfficiénten te bepalen. Vereenvoudig je

uitdrukkingen met F(m) = jé)l Pn(z)dz en f_ll(Pm(;c))Qd:c = g

Figuur 1: Geometrie van het probleem

Veel succes!



