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1 Formele ontwikkeling van de kwantummechanica

1.1 Superpositiebeginsel en interferentie

1. Bespreek de uitkomst van het SGz na SGx na SGz experiment bij (a) blokkering van
de Sx−-bundel, (b) blokkering van de Sx+ − bundel, en (c) samenvoeging van beide bundels
gegeven

|Sz,±⟩ = 1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩ en |Sx,±⟩ = ± 1√

2
|Sz,+⟩+ 1√

2
|Sz,−⟩

S SGz
Sz−

Sz+

SGx
Sx−

Sx+

SGz
50% Sz+

50% Sz−

(a) Sx− geblokkeerd

S SGz
Sz−

Sz+

SGx

Sx−

Sx+
SGz

50% Sz+

50% Sz−

(b) Sx+ geblokkeerd

S SGz
Sz−

Sz+

SGx

Sx−

Sx+

SGz
100% Sz+

(c) geen blokkering

Figuur 1: Het Stern-Gerlach experiment

We berekenen wat de kans is op het meten van |Sz,±⟩ bij doorgang door het tweede SGz-apparaat
wanneer we enkel de Sx+-bundel bewaren zoals in figuur 1a. We vinden het volgende (we werken in de
orthogonale basis van Sx):

P± = |⟨Sx,+|Sz,±⟩|2 =

∣∣∣∣⟨Sx,+|
(

1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩

)∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ 1√
2

∣∣∣∣2 =
1

2
(1.1)

De kans op het meten van Sz+ is dus even groot als de kans op het meten van Sz−.

We berekenen wat de kans is op het meten van |Sz,±⟩ bij doorgang door het tweede SGz-apparaat
wanneer we enkel de Sx−-bundel bewaren zoals in figuur 1b. We vinden het volgende (we werken in de
orthogonale basis van Sx):

P± = |⟨Sx,−|Sz,±⟩|2 =

∣∣∣∣⟨Sx,−|
(

1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩

)∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∓ 1√
2

∣∣∣∣2 =
1

2
(1.2)

De kans op het meten van Sz+ is dus even groot als de kans op het meten van Sz−.

In het derde geval breken we de superpositie van de Sx+- en de Sx−-bundel niet, zoals weergeven
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in figuur 1c, de golffunctie van het systeem voor doorgang door het tweede SGz-apparaat wordt dus ge-
geven door |ψ⟩ = |Sz,+⟩ = 1√

2
|Sx,+⟩ − 1√

2
|Sx,−⟩. De kans op het meten van |Sz,±⟩ bij doorgang door

het tweede SGz-apparaat wordt in dit geval dus gegeven door (nog steeds werkende in de orthogonale
Sx-basis):

P± = |⟨ψ|Sz,±⟩|2 =

∣∣∣∣( 1√
2
|Sx,+⟩ − 1√

2
|Sx,−⟩

)(
1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣12 ± 1

2

∣∣∣∣2
=⇒ P+ = 1 ∧ P− = 0

(1.3)

We zien dat in de eerste twee gevallen alle informatie over de oorspronkelijke SGz-meting verloren is
gegaan; er kwam enkel een Sz+-bundel binnen in het SGx-apparaat, en toch komen er zowel een Sz+ als
een Sz− bundel uit het tweede SGz-apparaat. Dit fenomeen nemen we niet waar in het derde geval, waar
we de superpositie van de Sx-bundels niet braken, we spreken in de eerste twee gevallen dan van wave
function collapse, de oorspronkelijke Sz+-toestand is ‘verloren gegaan’.

1.2 Verstrengeling en kwantuminformatie

2. Introduceer het which-way experiment.

Beschouw opnieuw een SGz na SGx na SGz opstelling zoals weergeven in figuur 2. We blokkeren nog
steeds de eerste Sz−-bundel, maar bij het SGx-apparaat hebben we nu de volgende opstelling: We blok-
keren de bundels bij het SGx-apparaat niet; we laten de Sx+-bundel afketsen langs een vaste spiegel
en de Sx−-bundel langs een spiegel op een zeer gevoelige detector die 0 geeft wanneer geen elektron
erop afketst en 1 wanneer er wel een elektron op afketst. Hierbij treedt geen wave-function collapse
op, verder worden beide bundels samengebracht zonder faseverschil ertussen. In tegenstelling tot wat we
verwachten uit ons eerder experiment vinden we dat na doorgang door het SGz-apparaat P+ = P− = 0, 5!

3. Toon aan dat in de direct product Hilbert ruimte van elektron en detector we dezelfde re-
sultaten vinden, en dus dat het postulaat van wave-function collapse na meting overbodig is.

De totale Hilbertruimte is nu het direct product van die van het elektron en die van de detec-
tor: Htot = He ⊗ HD. Zij nu |D⟩ de detectortoestand op t1 voor het which-way experiment en
|Sz,+⟩ = 1√

2
|Sx,+⟩− 1√

2
|Sx,−⟩ de elektron toestand op t1, dan is |ψ(t1)⟩ = |Sz,+⟩ |D⟩ de totale golffunc-

tie op tijdstip t1. Tussen t = t1 en t = t2 (het tijdstip van het which-way experiment) ondergaat de toe-
standsfunctie een unitaire evolutie |ψ(t1)⟩ → |ψ(t2)⟩ = Û(t1, t2) |ψ(t1)⟩ = 1√

2
|Sx,+⟩ |0⟩ − 1√

2
|Sx,−⟩ |1⟩.

De elektron toestand en de detector toestand zijn nu met elkaar gecorreleerd, dit is kwantum verstren-
geling.

Gegeven dat de 2 detectortoestanden |0⟩ en |1⟩ orthogonaal zijn (ze kunnen niet beide tegelijk voor-
komen), vinden we nu voor de waarschijnlijkheid om |Sz,±⟩ terug te vinden na doorgang van het SGz-

S SGz
Sz−

Sz+

SGx

0 1

SGz
100% Sz+

Figuur 2: Het which-way experiment
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apparaat:

P±(t2) = |⟨ψ(t2)|Sz,±⟩|2 =

∣∣∣∣( 1√
2
⟨Sx,+| ⟨0| − 1√

2
⟨Sx,−| ⟨1|

)(
1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣12 ⟨0| ± 1

2
⟨1|
∣∣∣∣2 =

(
1

2
⟨0| ± 1

2
⟨1|
)(

1

2
|0⟩ ± 1

2
|1⟩
)

=
1

4
+

1

4

=
1

2

(1.4)

Voor we het which-way experiment uitvoeren, maar uiteraard wel nog de bundels samenvoegen, (op t1)
zou men echter vinden dat:

P±(t1) = |⟨ψ(t1)|Sz,±⟩|2 =

∣∣∣∣( 1√
2
⟨Sx,+| ⟨D| − 1√

2
⟨Sx,−| ⟨D|

)(
1√
2
|Sx,+⟩ ∓ 1√

2
|Sx,−⟩

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣12 ⟨D| ± 1

2
⟨D|
∣∣∣∣2 =

(
1

2
⟨D| ± 1

2
⟨D|
)(

1

2
|D⟩ ± 1

2
|D⟩
)

=
1

4
± 1

4
± 1

4
+

1

4

=⇒ P+(t1) = 1 ∧ P−(t1) = 0

(1.5)

Dit is precies wat we eerder vonden! Het postulaat van wave-function collapse is dus overbodig.
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2 Symmetrieën en behoudswetten in de kwantummechanica

2.1 Translatiesymmetrie

4. Bewijs dat [r̂i, p̂j ] = iℏδij vertrekkend vanaf T̂ (dr⃗) = 1̂− i
ℏ
ˆ⃗p · dr⃗

We laten de infinitesimale translatie-operator T̂ (dr⃗ ′) inwerken op een toestand |⃗r ′⟩ en vervolgens la-

ten we de positie-operator ˆ⃗r inwerken op deze toestand:

T̂ (dr⃗ ′) |⃗r ′⟩ = |⃗r ′ + dr⃗ ′⟩ → ˆ⃗r
(
T̂ (dr⃗ ′) |⃗r ′⟩

)
= ˆ⃗r |⃗r ′ + dr⃗ ′⟩ = (r⃗ ′ + dr⃗ ′) |⃗r ′ + dr⃗ ′⟩ (2.1)

Nu laten we eerst de positie-operator ˆ⃗r inwerken, en dan pas T̂ (dr⃗ ′):

ˆ⃗r |⃗r ′⟩ = r⃗ ′ |⃗r ′⟩ → T̂ (dr⃗ ′)( ˆr⃗ |⃗r ′⟩) = r⃗ ′T̂ (dr⃗ ′) |⃗r ′⟩ = r⃗ ′ |⃗r ′ + dr⃗ ′⟩ (2.2)

Trekken we nu vergelijking 2.2 af van vergelijking 2.1, dan vinden we:[
ˆ⃗r, T̂ (dr⃗ ′)

]
|⃗r ′⟩ = dr⃗ ′ |⃗r ′ + dr⃗ ′⟩ = dr⃗ ′ |⃗r ′⟩+O((dr⃗ ′)2)

=⇒

r̂i, 1̂− i

ℏ

3∑
j=1

p̂jdrj

 = dri

=⇒ − i

ℏ

3∑
j=1

[r̂i, p̂j ]drj = dri

=⇒ − i

ℏ
[r̂i, p̂j ] = δij

=⇒ [r̂i, p̂j ] = iℏδij

(2.3)

5. Bewijs de onzekerheidsrelatie van Heisenberg.

Definieer de onzekerheid op de hermitische observabele Â als ∆Â :=

〈(
Â−

〈
Â
〉)2〉1/2

waarbij ⟨A⟩ =

⟨ψ|Â|ψ⟩ de verwachtingswaarde van de operator Â is. In dit geval vinden we dat (∆Â)2 =

〈
Â2 − 2Â

〈
Â
〉
+
〈
Â
〉2〉

=〈
Â2
〉
−
〈
Â
〉2

.

Introduceer nu de hermitische operatoren ˆ̄A := Â−
〈
Â
〉
en ˆ̄B := B̂ −

〈
B̂
〉
waarvoor geldt dat〈

ˆ̄A2
〉
=

〈
Â2 − 2Â

〈
Â
〉
+
〈
Â
〉2〉

= (∆Â)2 (en analoog voor ˆ̄B) (2.4)

Bovendien geldt dat[
ˆ̄A, ˆ̄B

]
=
[
Â−

〈
Â
〉
, B̂ −

〈
B̂
〉]

= ÂB̂ − Â
〈
B̂
〉
− B̂

〈
Â
〉
+
〈
Â
〉〈

B̂
〉
− B̂Â+ B̂

〈
Â
〉
+ Â

〈
B̂
〉
−
〈
Â
〉〈

B̂
〉

=
[
Â, B̂

] (2.5)

Als laatste tussenstap bewijzen we nu nog dat
〈[
Â, B̂

]〉
zuiver imaginair is. Mits Â en B̂ hermitisch

zijn, geldt altijd dat [
Â, B̂

]†
=
(
ÂB̂ − B̂Â

)†
= B̂Â− ÂB̂ = −

[
Â, B̂

]
(2.6)

Bovendien geldt ook altijd dat 〈[
Â, B̂

]†〉
=
〈[
Â, B̂

]〉∗
=⇒ 2Re

{〈[
Â, B̂

]〉}
=
〈[
Â, B̂

]〉
+
〈[
Â, B̂

]〉∗ (2.6)
= −

〈[
Â, B̂

]†〉
+

〈[
Â, B̂

]†〉
= 0

(2.7)

6



〈[
Â, B̂

]〉
is dus zuiver imaginair, waaruit volgt dat〈[

Â, B̂
]〉2

= −
∣∣∣[Â, B̂]∣∣∣2 (2.8)

Definieer nu de niet-hermitische operator Ĉ := ˆ̄A+ iλ ˆ̄B. Er geldt dat〈
ĈĈ†

〉
= ⟨ψ|ĈĈ†|ψ⟩ =

〈
Ĉ†ψ

∣∣∣Ĉ†ψ
〉
≥ 0

=⇒
〈(

ˆ̄A+ iλ ˆ̄B
)(

ˆ̄A− iλ ˆ̄B
)〉

=
〈
ˆ̄A2 − iλ ˆ̄A ˆ̄B + iλ ˆ̄B ˆ̄A+ λ2 ˆ̄B2

〉
=
〈
ˆ̄A2
〉
+ λ2

〈
ˆ̄B2
〉
− iλ

〈[
ˆ̄A, ˆ̄B

]〉
(2.4),(2.5)

= (∆Â)2 + λ2(∆B̂)2 − iλ
〈[
Â, B̂

]〉
≥ 0

(2.9)

waarbij we in de eerste regel gebruik hebben gemaakt van het feit dat het inproduct per definitie positief
definiet is.

Beschouw nu de functie f(λ) :=
〈
ĈĈ†

〉
, deze heeft een minimum bij λ0 = i

2

⟨[Â,B̂]⟩
(∆B̂)2

waarbij f(λ0) dus

minimaal is. We vinden uit vergelijking 2.9

f(λ0) = (∆Â)2 − 1

4

〈[
Â, B̂

]〉2
(∆B̂)2

+
1

2

〈[
Â, B̂

]〉2
(∆B̂)2

≥ 0

=⇒ (∆Â)2(∆B̂)2 ≥ −1

4

〈[
Â, B̂

]〉
(2.8)
=

1

4

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣2
=⇒ (∆Â)(∆B̂) ≥ 1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣
(2.10)

2.2 Rotatiesymmetrie

6. Bewijs dat
[
L̂i, L̂j

]
= iℏεijkL̂k gebruikmakend van [r̂i, p̂j ] = iℏδij1.

Analoog als bij de klassieke mechanica geldt dat L̂ = ˆ⃗r × p̂ of L̂i = εijkr̂j p̂k, waarbij εijk het levi-
civita symbool is. We vinden dan via wat commutator algebra (zie appendix B) dat[

L̂i, L̂j

]
= εiklεjmn[r̂kp̂l, r̂mp̂n]

= εiklεjmn (r̂kr̂m[p̂l, p̂n] + r̂k[p̂l, r̂m]p̂n + r̂m[r̂k, p̂n]p̂l + [r̂k, r̂m]p̂mp̂l)

= εiklεjmn (−iℏr̂kp̂nδlm + iℏr̂mp̂lδkn) = iℏ
(
εiklεjnlr̂kp̂n − εilkεjmkr̂mp̂l

) (2.11)

waarbij we in de laatste overgang gebruik hebben gemaakt van het feit dat

εabc = εcab ∧ εabc = −εbac (2.12)

i.e. cyclische permutatie van de indices verandert het teken niet, transponeren van 2 naburige indices
wijzigt het teken.

Om verder te gaan maken we gebruik van nog een tweede eigenschap van de levi-civita symbolen
(zonder bewijs):

εijkε
mnk = δ mi δ n

j − δ ni δ
m
j (2.13)

Merk op dat het niet uitmaakt of we met covariante (subscript) of contravariante (superscript) indices
werken, zolang we in de Euclidische metriek werken2. We zullen dan ook telkens alle indices loweren. Dit
wordt allemaal meer verduidelijkt in appendix A.

Als we deze eigenschap toepassen, dan vinden we dat[
L̂i, L̂j

]
= iℏ [(δijδkn − δinδjk)r̂kp̂n − (δijδlm − δimδlj)r̂mp̂l]

= iℏ (r̂kp̂kδij − r̂j p̂i − r̂lp̂lδij + r̂ip̂j) = iℏ (r̂ip̂j − r̂j p̂i)

= iℏr̂mp̂n (δmiδnj − δmjδni) = iℏεmnkεijkr̂mp̂n = iℏεijk (εkmnr̂mp̂n)

= iℏεijkL̂k

(2.14)

1Vanaf hier maken we volop gebruik van tensor index notatie. Wanneer een index dus twee keer verschijnt, wordt
sommatie over die index verondersteld. De range van de index wordt verondsteld duidelijk te zijn aan de context. Meer
uitleg staat in appendix A

2Dit zal niet meer het geval zijn in hoofdstuk 6
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7. Voor een algemeen draaimoment Ĵ : bewijs dat de spectra van Ĵ2 en Ĵz gegeven worden
door Ĵ2 |j,m⟩ = ℏ2j(j + 1) |j,m⟩ en Ĵz |j,m⟩ = ℏm |j,m⟩.

Beschouw een algemeen draaimomentoperator Ĵ die voldoet aan
[
Ĵi, Ĵj

]
= iℏεijkĴk. Definieer dan

Ĵ2 := Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z waarvoor geldt dat[

Ĵ2, Ĵi

]
=
[
Ĵj Ĵj , Ĵi

]
= Ĵj

[
Ĵj , Ĵi

]
+
[
Ĵj , Ĵi

]
Ĵj

= iℏ
(
εjikĴj Ĵk + εjilĴlĴj

)
= iℏ

(
−εijkĴj Ĵk + εilj ĴlĴj

)
= iℏ

[
−
(
ˆ⃗
J × ˆ⃗

J
)
+
(
ˆ⃗
J × ˆ⃗

J
)]

= 0̂ ∀i

(2.15)

Er bestaat bij gevolg een gemeenschappelijke eigenbasis waarin Ĵ2 en Ĵz tegelijk gediagonaliseerd kunnen
worden3, we noteren Ĵ2 |a, b⟩ = a |a, b⟩ en Ĵz |a, b⟩ = b |a, b⟩.

Merk op dat

Ĵ2 − Ĵ2
z = Ĵ2

x + Ĵ2
z =

1

2

[(
Ĵx + iĴy

)(
Ĵx − iĴy

)
+
(
Ĵx − iĴy

)(
Ĵx + iĴy

)]
=

1

2

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+

) (2.16)

Mits Ĵi hermitisch is ∀i, geldt dat
(
Ĵ±

)†
= Ĵ∓ met Ĵ± = Ĵx ± iĴy, en dus

⟨ψ|Ĵ−Ĵ+|ψ⟩ =
〈
Ĵ+ψ

∣∣∣Ĵ+ψ〉 ≥ 0

⟨ψ|Ĵ+Ĵ−|ψ⟩ =
〈
Ĵ−ψ

∣∣∣Ĵ−ψ〉 ≥ 0
(2.17)

Hieruit volgt dat ook Ĵ2 − Ĵ2
z positief definiet is, waaruit volgt dat

⟨a, b|Ĵ2 − Ĵ2
z |a, b⟩ ≥ 0

=⇒ a− b2 ≥ 0

=⇒ a ≥ b2

(2.18)

of dus, voor een vaste a is b begrensd.
Verder vinden we ook nog de volgende commutatierelaties

1.
[
Ĵz, Ĵ±

]
=
[
Ĵz, Ĵx ± iĴy

]
= iℏĴy ∓

(
−ℏĴx

)
= ±ℏ

(
Ĵx ± iĴy

)
= ±ℏĴ±

2.
[
Ĵ+, Ĵ−

]
=
[
Ĵx + iĴy, Ĵx − iĴy

]
= ℏĴz − ℏ

(
−Ĵz

)
= 2ℏĴz

(2.19)

We vinden hieruit dat

ĴzĴ± |a, b⟩ =
[
Ĵz, Ĵ±

]
|a, b⟩+ ĴpmĴz |a, b⟩ = ±ℏĴ± |a, b⟩+ bĴ± |a, b⟩

= (b± ℏ)Ĵ± |a, b⟩
(2.20)

De operator Ĵ+ verhoogt dus de eigenwaarde van Ĵz met ℏ terwijl Ĵ− de eigenwaarde doet zakken met
ℏ. Mits b voor vaste a begrensd is, impliceert dit dat

Ĵ+ |a, bmax⟩ = 0

=⇒ Ĵ−Ĵ+ |a, bmax⟩ = 0

=⇒
(
Ĵx − iĴy

)(
Ĵx + iĴy

)
|a, bmax⟩ =

(
Ĵ2
x + Ĵ2

y + i
[
Ĵx, Ĵy

])
|a, bmax⟩

=
(
Ĵ2 − Ĵ2

z − ℏĴz
)
|a, bmax⟩ =

(
a− b2max − ℏbmax

)
|a, bmax⟩

= 0

=⇒ a = bmax(bmax + ℏ)

(2.21)

3Opfrissing uit de algebra: twee diagonaliseerbare endomorfismen uit dezelfde vectorruimte die met elkaar commuteren,
hebben een gemeenschappelijke spectrale decompositie, en bijgevolg ook een gemeenschappelijke eigenbasis
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Analoog vindt men dus ook

Ĵ− |a, bmin⟩ = 0

=⇒ Ĵ+Ĵ− |a, bmin⟩ = 0

=⇒
([
Ĵ+, Ĵ−

]
+ Ĵ−Ĵ+

)
|a, bmin⟩

(2.19)
=

(
2ℏĴz + Ĵ2 − Ĵ2

z − ℏĴz
)
|a, bmin⟩

= (a− b2min + ℏbmin) |a, bmin⟩ = 0

=⇒ a = bmin(bmin − ℏ)

(2.22)

Uit vergelijkingen 2.21 en 2.22 volgt nu

a− a = 0

⇐⇒ b2max − b2min + ℏ(bmax + bmin) = 0

⇐⇒ (bmax + bmin)(bmax − bmin + ℏ) = 0

=⇒ bmin = −bmax (mits bmin < bmax)

(2.23)

We moeten via Ĵ+ in een eindig aantal stappen n ∈ N van bmin naar bmax kunnen gaan zodat

bmax = −bmax + nℏ =⇒ bmax =
nℏ
2

= jℏ (2.24)

Mits Ĵ+ b telkens met ℏ verhoogt, en het feit dat −jℏ ≤ b ≤ jℏ is het duidelijk dat b = mℏ. Wanneer j
heeltallig is, is m dat ook. Wanneer j halftallig is, is m dat ook.
Uit vergelijkingen 2.21 en 2.24 volgt nu

a = jℏ(jℏ+ ℏ) = ℏ2j(j + 1) (2.25)

We herlabelen nu de eigentoestand |a, b⟩ naar |j,m⟩ en vatten samen:

Ĵ2 |j,m⟩ = ℏ2j(j + 1) |j,m⟩ ∧ Ĵz |j,m⟩ = ℏm |j,m⟩ (2.26)

8. Bereken de matrixelementen van de ladderoperatoren Ĵ± in de basis |j,m⟩.

We weten al dat de operatoren Ĵ2 en Ĵz diagonaal zijn in deze basis, we hebben dus

⟨j′,m′| Ĵ2 |j,m⟩ = ℏ2j(j + 1) ⟨j′,m′|j,m⟩ = ℏ2j(j + 1)δj,j′δm,m′

⟨j′,m′| Ĵz |j,m⟩ = ℏm ⟨j′,m′|j,m⟩ = ℏmδj,j′δm,m′
(2.27)

De ladderoperatoren verhogen of verlagen de waarde van m zodat Ĵ± |j,m⟩ = cj,m,± |j,m± 1⟩ en dus

⟨j,m|
(
Ĵ±

)†
Ĵ± |j,m⟩ =

〈
Ĵ±(j,m)

∣∣∣Ĵ±(j,m)
〉

= c∗j,m,±cj,m,± ⟨j,m± 1|j,m± 1⟩

= |cj,m,±|2
(2.28)

verder geldt ook dat

⟨j,m|
(
Ĵ±

)†
Ĵ± |j,m⟩ = ⟨j,m|

(
Ĵx ∓ iĴy

)(
Ĵx ± iĴy

)
|j,m⟩

= ⟨j,m| Ĵ2
x + Ĵ2

y ± i
[
Ĵx, Ĵy

]
|j,m⟩

= ⟨j,m| Ĵ2 − Ĵ2
z ∓ ℏĴz |j,m⟩

= ℏ2
[
j(j + 1)−m2 ±m

]
= ℏ2 [(j +m)(j −m) + j ∓m]

= ℏ2(j ∓m)(j ±m+ 1)

(2.29)

Uit vergelijkingen 2.28 en 2.29 volgt dan

|cj,m,±|2 = ℏ2(j ∓m)(j ±m+ 1) (2.30)
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Stellen we vervolgens de complexe fase van de constante gelijk aan 1, dan vinden we

Ĵ± |j,m⟩ = ℏ
√
(j ∓m)(j ±m+ 1) |j,m± 1⟩

=⇒ ⟨j′,m′| Ĵ± |j,m⟩ = ℏ
√
(j ∓m)(j ±m+ 1) ⟨j′,m′|j,m± 1⟩

=⇒ ⟨j′,m′| Ĵ± |j,m⟩ = ℏ
√
(j ∓m)(j ±m+ 1) δj′,jδm′,m±1

(2.31)

9. Voer de Clebsch-Gordan coëfficiënten in bij overgang van de ongekoppelde basis |j1m1⟩ |j2m2⟩ =
|j1j2;m1m2⟩ naar de gekoppelde basis |j1j2; jm⟩ voor de samenstelling van 2 draaimomenta.
Wat zijn de eigenschappen van de CGCs? De recursie relatie hoef je niet te behandelen.

Beschouw twee deeltjes met respectievelijke spins j1 en j2 beschreven door een toestandsvector in de

direct-productruimte (ongekoppelde basis) |j1m1⟩ |j2m2⟩ = |j1j2;m1m2⟩ die de commuterende set
{
Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵz,1, Ĵz,2

}
diagonaliseert. Beschouw verder de gekoppelde eigenbasis |j1j2; jm⟩ die de commuterende set

{
Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵ

2, Ĵz

}
diagonaliseert. We wensen nu de unitaire transformatie tussen beide basissen vinden. Algemeen geldt
dat

|j1j2; jm⟩ =
∑
m1

∑
m2

|j1j2;m1m2⟩ ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩ (2.32)

waarbij ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩ de zogeheten Clebsch-Gordan coëfficiënten zijn, waarvan we nu enkele ei-
geschappen nader bestuderen.

eigenschap 1: m = m1 +m2

Om deze eigenschap te bewijzen zullen we de integraal ⟨j1j2;m1m2| Ĵz |j1j2; jm⟩ op 2 verschillende ma-
nieren uitrekenen. Eerst vinden we dat

⟨j1j2;m1m2| Ĵz |j1j2; jm⟩ =
∑
m′

1

∑
m′

2

⟨j1j2;m1m2| Ĵz,1 + Ĵz,2 |j1j2;m′
1m

′
2⟩ ⟨j1j2;m′

1m
′
2|j1j2; jm⟩

=
∑
m′

1

∑
m′

2

ℏ(m′
1 +m′

2) ⟨j1j2;m1m2|j1j2;m′
1m

′
2⟩ ⟨j1j2;m′

1m
′
2|j1j2; jm⟩

=
∑
m′

1

∑
m′

2

ℏ(m′
1 +m′

2)δm′
1m1

δm′
2m2

⟨j1j2;m′
1m

′
2|j1j2; jm⟩

= ℏ(m1 +m2) ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩

(2.33)

Anderzijds vinden we ook dat

⟨j1j2;m1m2| Ĵz |j1j2; jm⟩ = ℏm ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩ (2.34)

Uit vergelijkingen 2.33 en 2.34 zien we dus vrij snel dat m = m1 +m2.

eigenschap 2: |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2
Om deze eigenschap te bewijzen, maken we gebruik van het klassieke vectormodel.

−j ≤ m ≤ j

−j1 ≤ m1 ≤ j1

−j2 ≤ m2 ≤ j2

m=m1+m2=⇒

{
−j1 ≤ m−m2 ≤ j1

−j2 ≤ m−m1 ≤ j2

m=j,m1=j1,m=j2
=⇒

{
−j1 ≤ j − j2 ≤ j1

−j2 ≤ j − j1 ≤ j2
=⇒

{
j2 − j1 ≤ j ≤ j1 + j2

j1 − j2 ≤ j ≤ j1 + j2

=⇒ |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2

(2.35)

Voor elke j horen er 2j + 1 lineair onafhankelijke eigentoestanden te bestaan, zodat het totaal aantal
eigentoestanden gelijk is aan

j1+j2∑
j=|j1−j2|

[2j + 1]
∗
=

2j2∑
j=0

[2(j + j1 − j2) + 1] = 2

2j2∑
j=0

j + (2j1 − 2j2 + 1)

2j2∑
j=0

1

= (2j2)(2j2 + 1) + (2j1 − 2j2 + 1)(2j2 + 1)

= (2j2 + 2j1 − 2j2 + 1)(2j2 + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1)

substitutie (*) met j1 > j2: j
′ = j − |j1 − j2| =⇒ j′ : 0 → 2j2

(2.36)
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eigenschap 3: Unitariteit
De CGCs vormen een unitaire matrix, we kiezen de elementen per conventie reëel zodat de matrices
orthogonaal zijn en dat

⟨j1j2; jm|j1j2;m1m2⟩ = ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩

=⇒
∑
j

∑
m

⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩ ⟨j1j2;m′
1m

′
2|j1j2; jm⟩

=
∑
j

∑
m

⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩ ⟨j1j2; jm|j1j2;m′
1m

′
2⟩

= δm′
1m1

δm′
2m2

(2.37)

en bovendien ∑
m1

∑
m2

⟨j1j2;m1m2|j1j2; j′m′⟩ ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩

=
∑
m1

∑
m2

⟨j1j2; j′m′|j1j2;m1m2⟩ ⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩

= δj′jδm′m

(2.38)

Uit dit laatste vinden we in het bijzondere geval waarbij j′ = j en m′ = m = m1 +m2∑
m1

∑
m2

|⟨j1j2;m1m2|j1j2; jm⟩|2 = 1 (2.39)

10. Toon aan dat de Legendre polynomen Pl(z) = 1
2ll!

dl

dzl

(
z2 − 1

)l
oplossingen zijn van de

differentiaalvergelijking
[
(1− z2) d2

dz2 − 2z d
dz + l(l + 1)

]
Pl(z) = 0

Beschouw om te beginnen v(z) = (z2 − 1)l waarvoor geldt dat

(z2 − 1)
dv(z)

dz
= (z2 − 1)l(z2 − 1)l−12z = 2lzv(z) (2.40)

Nu zullen we de veralgemeende Leibniz regel voor afgeleiden gebruiken:

(fg)(n)
n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)g(k) (2.41)

waarbij f (n) de n-de afgeleide van de functie f , en
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! de binomiaalcoëfficiënt voorstellen. Zij

nu in ons geval f(z) = (z2 − 1) en g(z) = v(1)(z). We zoeken de l + 1-ste afgeleide van vergelijking 2.40.
We behandelen eerst het linker lid.[

(z2 − 1)v(1)(z)
](l+1)

=

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
(z2 − 1)(l+1−k)v(k+1)(z) (2.42)

Men ziet snel in dat

(z2 − 1)(l+1−k) =


z2 − 1 als k = l + 1

2z als k = l

2 als k = l − 1

0 elders

(2.43)

en we hoeven dus enkel rekening te houden met deze gevallen.[
(z2 − 1)v(1)(z)

](l+1)

=

(
l + 1

l − 1

)
2v(l)(z) +

(
l + 1

l

)
2zv(l+1)(z) +

(
l + 1

l + 1

)
(z2 − 1)v(l+2)(z) (2.44)

We berekenen alvast de binomiaalcoëfficiënten.(
l + 1

l − 1

)
=

(l + 1)!

(l − 1)!2!
=

(l + 1)l

2(
l + 1

l

)
=

(l + 1)!

l!1!
= l + 1(

l + 1

l + 1

)
= 1

(2.45)
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Dit levert ons de finale uitdrukking voor het linker lid.[
(z2 − 1)v(1)(z)

](l+1)

= l(l + 1)v(l)(z) + 2(l + 1)zv(l+1)(z) + (z2 − 1)v(l+2)(z) (2.46)

We werken nu het rechter lid van vergelijking 2.40 verder uit via 2.41 met f = z en g = v(z).

[2lzv(z)](l+1) = 2l

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
z(l+1−k)v(k)(z) (2.47)

Wederom ziet men snel in dat

z(l+1−k) =


z als k = l + 1

1 als k = l

0 elders

(2.48)

Dit geeft ons het rechterlid van vergelijking 2.40.

[2lzv(z)](l+1) = 2l

[(
l + 1

l + 1

)
zv(l+1)(z) +

(
l + 1

l

)
v(l)(z)

]
= 2l

[
zv(l+1)(z) + (l + 1)v(l)(z)

] (2.49)

Gelijkstellen van vergelijkingen 2.46 en 2.49 geeft ons dan

l(l + 1)v(l)(z) + 2(l + 1)zv(l+1)(z) + (z2 − 1)v(l+2)(z) = 2lzv(l+1)(z) + 2l(l + 1)v(l)(z)

⇐⇒ (z2 − 1)v(l+2)(z) + 2zv(l+1)(z)− l(l + 1)v(l)(z) = 0

=⇒ (1− z2)
d2

dz2

(
1

2ll!
v(l)(z)

)
− 2z

d

dz

(
1

2ll!
v(l)(z)

)
+ l(l + 1)

(
1

2ll!
v(l)(z)

)
= 0

(2.50)

waarin we precies de Legendre polynomen herkennen als oplossingen van de differentiaal vergelijking we-
tende dat v(z) = (z2 − 1)l.
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3 Driedimensionale vraagstukken in de kwantummechanica

3.1 Deeltje in centrale potentiaal

11. Leid de sferisch-symmetrische Hamiltoniaan af: Ĥ = − ℏ2

2m

(
1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂
∂r

)
−

ˆ⃗
L2

ℏ2r2

)
+ V (r)

vertrekkende van L⃗
2
= (r⃗ × p⃗)2.

Dit bewijs voeren we uit in meerdere stappen.
Stap 1: Klassieke bevindingen

L⃗
2
= (r⃗ × p⃗)2 = (εkijripj)

2 = εkijεkmnripjrmpn
(2.12)
= εijkεmnkripjrmpn

(2.13)
= (δimδjn − δinδjm)ripjrmpn = riripjpj − ripirjpj

= r⃗2p⃗2 − (r⃗ · p⃗)2 = r2p⃗2 − (r⃗ · p⃗)2

=⇒ p⃗2 =

(
r⃗

r
· p⃗
)2

+
L⃗

2

r2

(3.1)

Stap 2: Hermitische operatoren

Men kan niet zomaar de klassieke vectoren vervangen door hun kwantummechanische operatoren. ˆ⃗r · ˆ⃗p
is bijvoorbeeld niet hermitisch, beschouw dus haar symmetrisch deel, wat wel hermitisch is.

p̂r =
1

2

(
ˆ⃗r

r
· ˆ⃗p+ ˆ⃗p ·

ˆ⃗r

r

)
=

1

2

(
ˆ⃗r

r
· ˆ⃗p+

[
ˆ⃗p,

ˆ⃗r

r

]
+

ˆ⃗r

r
· ˆ⃗p
)

(3.2)

Nu kan men de commutator verder uitwerken:[
ˆ⃗p,

ˆ⃗r

r

]
ψ =

[
p̂i,

r̂i
r

]
ψ = [p̂i, r̂i]

1

r
ψ + r̂i

[
p̂i,

1

r

]
ψ

= − iℏδii
r

ψ + r̂i

[
p̂i, (rjrj)

−1/2
]
ψ

= −3
iℏ
r
ψ + (−iℏ)r̂i

[
∂i

(
(rjrj)

−1/2ψ
)
− (rjrj)

−1/2∂iψ
]

= −3
iℏ
r
ψ − iℏr̂iψ

[
∂i(rjrj)

−1/2
]

= −3
iℏ
r
ψ − iℏr̂iψ

[
−1

2
(rjrj)

−3/2 · (δijrj + rjδij)

]
= −3

iℏ
r
ψ + iℏ

r̂iri
r3

ψ
(∗)
= −3

iℏ
r
ψ + iℏ

riri
r3

ψ

= −3
iℏ
r
ψ +

iℏ
r
ψ = −2

iℏ
r
ψ

(3.3)

waarbij in (*) de definitie van de positie-operator gebruikt werd: ˆ⃗rψ = r⃗ψ. Dit resultaat invullen in
vergelijking 3.2 levert

p̂r =
1

2

(
2
ˆ⃗r

r
· ˆ⃗p− 2iℏ

1

r

)
= −iℏ

(
r⃗

r
· ∇⃗+

1

r

)
= −iℏ

(
∂

∂r
+

1

r

) (3.4)

waarbij we in de laatste vergelijking gebruik hebben gemaakt van de nabla-operator in sferische coördinaten
(voor een afleiding, zie appendix C):

∇⃗ = e⃗r
∂

∂r
+ e⃗φ

(
1

r sin θ

∂

∂φ

)
+ e⃗θ

(
1

r

∂

∂θ

)
(3.5)
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Stap 3: p̂2r

We moeten nu enkel nog p̂r kwadrateren.

p̂2rψ = −ℏ2
(
∂

∂r
+

1

r

)(
∂

∂r
+

1

r

)
ψ = −ℏ2

(
∂2

∂r2
ψ +

∂

∂r

(
1

r
ψ

)
+

1

r

∂

∂r
ψ +

1

r2
ψ

)
= −ℏ2

(
∂2

∂r2
ψ − 1

r2
ψ +

2

r

∂

∂r
ψ +

1

r2
ψ

)
= −ℏ2

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
ψ

(3.6)

Stap 4: afwerken

Uit het vorige volgt nu dat

ˆ⃗p2 = p̂2r +
ˆ⃗
L2

r2
= −ℏ2

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

ˆ⃗
L2

r2
(3.7)

Als de potentiaal sferisch symmetrisch is, dan vinden we de gevraagde Hamiltoniaan.

Ĥ =
ˆ⃗p2

2m
+ V (r) = − ℏ2

2m

(
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
−

ˆ⃗
L2

ℏ2r2

)
+ V (r) (3.8)

12. Introduceer REl(r) als eigentoestand van de sferisch symmetrische Hamiltoniaan met
ˆ⃗
L2 |REl(r)⟩ = ℏ2l(l + 1) |REl(r)⟩ en bewijs dat REl(r) ∝ rl in de limiet r → 0.

Uit de gegevens weten we dat

ĤREl(r) = EREl(r)

=⇒ − ℏ2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
REl(r) + (V (r)− E)REl(r) = 0

=⇒
[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m

ℏ2
(E − V (r))

]
REl(r) = 0

(3.9)

We beschouwen nu een potentiaal die naar nul gaat op oneindig: limr→∞ V (r) = 0. We kunnen verge-
lijking 3.9 dan herschrijven door uEl(r) = rREl(r) te introduceren, waarvoor we de eerste 2 afgeleiden
gegeven worden door de onderstaande uitdrukking.

u′El(r) = REl(r) + rR′
El(r) ∧ u′′El(r) = 2R′

El(r) + rR′′
El(r)

=⇒
(

d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
REl(r) =

(
u′′El(r)

r
− 2

r
R′
El(r)

)
+

2

r
R′
El(r) =

u′′El(r)

r

(3.10)

Als we dit resultaat invullen in vergelijking 3.9, dan vinden we

d2

dr2
uEl(r)−

(
2m

ℏ2
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
uEl(r) = −2m

ℏ2
EuEl(r)

=⇒ − ℏ2

2m

d2

dr2
uEl(r) +

(
V (r) +

ℏ2l(l + 1)

2mr2

)
uEl(r) = EuEl(r)

(3.11)

Bovenstaande vergelijking is geldig zolang r > 0, in r = 0 moeten we echter een randvoorwaarde opleggen,
namelijk dat REl(r) eindig is in de oorsprong, of dus dat uEl(0) = 0.
Beschouw de volgende twee ansatzen voor V (r) en uEl(r).

V (r) = rp
∞∑
k=0

bkr
k (b0 ̸= 0 ∧ p ≥ −1)

uEl(r) = rs
∞∑
k=0

ckr
k (c0 ̸= 0)

(3.12)

De vereiste dat p ≥ −1 komt neer op eisen dat de potentiaal V (r) niet meer singulier mag zijn dan 1
r in

de oorsprong.
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Deze ansatzen ingeven in vergelijking 3.11 geeft

∞∑
k=0

{
− ℏ2

2m
(s+ k)(s+ k − 1)ckr

s+k−2 +
ℏ2

2m
l(l + 1)ckr

s+k−2

+

k∑
n=0

bk−ncnr
s+p+k

}
= E

∞∑
k=0

ckr
s+k

(3.13)

In de laatste term van het linker lid werd gebruik gemaakt van het Cauchy-product van 2 machtreeksen:( ∞∑
i=0

αix
i

) ∞∑
j=0

βjx
j

 =

∞∑
k=0

k∑
l=0

αk−lβlx
k (3.14)

We willen nu uit de indiciële vergelijking (dit is de vergelijking waaraan de coëfficiënten van de laagste
macht in r voldoen) de voorwaarde op s vinden. We zien snel in dat de laagste macht van r s−2 bedraagt,
waarbij we dan uiteraard kijken naar k = 0. Mits p ≥ −1 dragen enkel de eerste twee termen van
vergelijking 3.14 bij aan de indiciële vergelijking. Dit levert, na het weg delen van de gemeenschappelijke
factoren

s(s− 1) = l(l + 1)

⇐⇒ s(s− 1)− l(l + 1) = 0

⇐⇒ s2 − l2 − (s+ l) = 0

⇐⇒ (s+ l)(s− l − 1) = 0

=⇒ s = −l ∨ s = l + 1

(3.15)

Mits l ≥ 0 voldoet s = −l niet aan de randvoorwaarde dat REl(r) eindig is in r = 0, dit wordt een
irreguliere oplossing genoemd. De reguliere oplossing s = l + 1 resulteert in het feit dat in de oorsprong
uEl(r) ∝ rl+1 =⇒ REl(r) ∝ rl in de limiet r → 0.

13. Toon aan dat voor een vrij deeltje met l = 0 de reguliere oplossing RE0(r) ∝ sin(kr)
r .

Beschouw opnieuw de radiële golfvergelijking[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m

ℏ2
(E − V (r))

]
REl(r) = 0 (3.16)

Nu is voor een vrij deeltje V (r) = 0 zodat we voor l = 0 de vergelijking reduceert tot[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
+ k2

]
RE0(r) = 0 (3.17)

waarbij k2 = 2mE
ℏ2 of equivalent E = ℏ2k2

2m . Nemen we nu vergelijking 3.10 in acht nemen, dan vinden we
een simpele differentiaalvergelijking. (

d2

dr2
+ k2

)
uE0(r) = 0 (3.18)

Deze vergelijking heeft 2 lineair onafhankelijke oplossingen: uE0(r) = sin(kr) en uE0(r) = cos(kr). Merk
op dat enkel de eerste oplossing regulier is (sin(0) = 0) zodanig dat enkel voor deze oplossing RE0(r)
eindig blijft in de oorsprong. Mits uE0(r) = rRE0(r), vinden we finaal dat

RE0(r) ∝
sin(kr)

r
met k =

√
2mE

ℏ2
(3.19)
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3.2 Waterstofatoom

14. Toon aan dat voor 2 deeltjes met massa m1 en m2 die interageren via een potentiaal
V (r⃗1 − r⃗2) dat de Schrödinger vergelijking ontkoppelt tot 2 triviale bewegingen: de massa-
middelpuntsbeweging en de relatieve beweging.

De Hamiltoniaan van het systeem wordt gegeven door

Ĥ =
ˆ⃗p2
1

2m1
+

ˆ⃗p2
2

2m2
+ V (r⃗1 − r⃗2) (3.20)

en de Schrödinger vergelijking is dan

iℏ
∂

∂t
ψ(r⃗1, r⃗2, t) =

[
− ℏ2

2m1
∇⃗r⃗1

− ℏ2

2m2
∇⃗r⃗2

+ V (r⃗1 − r⃗2)

]
ψ(r⃗1, r⃗2, t) (3.21)

Voor een 2-lichaamsprobleem is het makkelijker om over te schakelen tot de relatieve coördinaat r⃗ en de
positie van het massa middelpunt R⃗.

r⃗ := r⃗1 − r⃗2

R⃗ :=
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

(3.22)

Verder introduceren we ook de totale massa M en de gereduceerde massa µ.

M := m1 +m2

µ =
m1m2

m1 +m2

(3.23)

Hiermee zullen we nu de afgeleiden in de Schrödinger vergelijking herschrijven via de kettingregel.{
∇⃗r⃗1

= (∇⃗r⃗1
r⃗)∇⃗r⃗ + (∇⃗r⃗1

R⃗)∇⃗R⃗ = ∇⃗r⃗ + m1

M ∇⃗R⃗

∇⃗r⃗2
= (∇⃗r⃗2

r⃗)∇⃗r⃗ + (∇⃗r⃗2
R⃗)∇⃗R⃗ = −∇⃗r⃗ + m2

M ∇⃗R⃗

=⇒

{
∇⃗

2

r⃗1
= ∇⃗

2

r⃗ + 2m1

M ∇⃗r⃗∇⃗R⃗ +
m2

1

M2 ∇⃗
2

R⃗

∇⃗
2

r⃗2
= ∇⃗

2

r⃗ − 2m2

M ∇⃗r⃗∇⃗R⃗ +
m2

2

M2 ∇⃗R⃗

=⇒ − ℏ2

2m1
∇⃗

2

r⃗1
− ℏ2

2m2
∇⃗

2

r⃗2
= − ℏ2

2µ
∇⃗r⃗ − ℏ2

2M
∇⃗R⃗

(3.24)

De Schrödinger vergelijking 3.21 wordt nu herschreven als

iℏ
∂

∂t
ψ(R⃗, r⃗, t) =

[
− ℏ2

2µ
∇⃗r⃗ − ℏ2

2M
∇⃗R⃗ + V (r⃗)

]
ψ(R⃗, r⃗, t) (3.25)

We kunnen nu scheiding der veranderlijken toepassen, we schrijven de golffunctie als een product van 3
functies: één die enkel afhankelijk is van de positie van het massa middelpunt R⃗, één die enkel afhangt
van de relatieve coördinaat r⃗, en één die de tijdsevolutie beschrijft.

ψ(R⃗, r⃗, t) = Φ(R⃗)ψ(r⃗)e−
i
ℏ (EMM+E)t (3.26)
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Dit invullen in de Schrödinger vergelijking 3.21 levert

(EMM + E)Φ(R⃗)ψ(r⃗)e−
i
ℏ (EMM+E)t =− ℏ2

2µ
Φ(R⃗)∇⃗

2

r⃗ψ(r⃗)e
− i

ℏ (EMM+E)t

− ℏ2

2M
∇⃗

2

R⃗Φ(R⃗)ψ(r⃗)e−
i
ℏ (EMM+E)t

+ V (r⃗)Φ(R⃗)ψ(r⃗)e−
i
ℏ (EMM+E)t

=⇒ (EMM + E)Φ(R⃗)ψ(r⃗) =− ℏ2

2µ
Φ(R⃗)∇⃗

2

r⃗ψ(r⃗)−
ℏ2

2M

(
∇⃗

2

R⃗Φ(R⃗)
)
ψ(r⃗)

+ V (r⃗)Φ(R⃗)ψ(r⃗)

=⇒ EMM + E =− ℏ2

2µ

1

ψ(r⃗)
∇⃗

2

r⃗ψ(r⃗)−
ℏ2

2M

1

Φ(R⃗)
∇⃗

2

R⃗Φ(R⃗)

+ V (r⃗)

=⇒ EMM +
ℏ2

2M

1

Φ(R⃗)
∇⃗

2

R⃗Φ(R⃗) =− ℏ2

2µ

1

ψ(r⃗)
∇⃗

2

r⃗ψ(r⃗) + V (r⃗)− E

(3.27)

Het linker lid van de vergelijking is nu enkel afhankelijk van R⃗, terwijl het rechter lid enkel afhankelijk
is van r⃗. Door de aanwezigheid van de constanten EMM en E kan het niet anders dan dat beide leden
apart 0 zijn.

− ℏ2

2M
∇⃗

2

R⃗Φ(R⃗) = EMMΦ(R⃗)(
− ℏ2

2µ
∇⃗

2

r⃗ + V (r⃗)

)
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗)

(3.28)

We zijn er nu in geslaagd de Schrödinger vergelijking te ontkoppelen in 2 triviale beweging: de beweging
van het massa middelpunt met energie EMM , en de relatieve beweging met energie E. De totale energie
van het systeem bedraag uiteraard Etot = EMM + E.
15. Voer het hoofdkwantumgetal n en het radiaal kwantumgetal nr in om het finaal spec-

trum En = − µ
2ℏ2

e4

n2 van het waterstofatoom te vinden met Hamiltoniaan Ĥ =
ˆ⃗p2

2µ − e2

r via de

dimensieloze parameter ρ =
√

−8µE
ℏ2 r en de positief reële parameter n = e2

ℏ

√
−µ
2E = α

√
−µc2
2E

met α = e2

ℏc .

Beschouw de radiale Schrödinger vergelijking.[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2µ

ℏ2
(E − V (r))

]
REl(r) = 0

=⇒
[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2µ

ℏ2

(
E +

e2

r

)]
REl(r) = 0

(3.29)

Vervolgens schakelen we over tot de dimensieloze parameter ρ.

ρ =

√
−8µE

ℏ2
r

=⇒

 1
r =

√
−8µE
ℏ2

1
ρ

d
dr = dρ

dr
d
dρ =

√
−8µE
ℏ2

d
dρ

=⇒


1
r2 = − 8µE

ℏ2
1
ρ2

1
r

d
dr = − 8µE

ℏ2
1
ρ

d
dρ

d2

dr2 = − 8µE
ℏ2

d2

dρ2

(3.30)
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Deze resultaten invullen in de Schrödinger vergelijking 3.29 levert[
−8µE

ℏ2
d2

dρ2
− 2 · 8µE

ℏ2
1

ρ

d

dρ
+ l(l + 1)

8µE

ℏ2
1

ρ2
+

2µE

ℏ2
+

2µe2

ℏ2

√
8µE

ℏ2
1

ρ

]
REl(ρ) = 0

=⇒

[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− l(l + 1)

ρ2
− 1

4
− e2

4E

√
8µE

ℏ2
1

ρ

]
REl(ρ) = 0

(3.31)

Als we rekening houden met het feit dat het elektron gebonden is (E < 0), dan kunnen we de laatste
term herschrijven

− e2

4E

√
8µE

ℏ2
= +

e2

4|E|

√
8µE

ℏ2
=
e2

4ℏ

√
−8µE

E2
=
e2

ℏ

√
− µ

2E
= n (3.32)

Dit geeft ons als finale uitdrukking voor de radiale Schrödinger vergelijking 3.29[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
+

(
− l(l + 1)

ρ2
− 1

4
+
n

ρ

)]
REl(ρ) = 0 (3.33)

Voor ρ→ 0 weten we al dat REl(ρ) ∝ ρl. Voor grote ρ vinden we

d2

dρ2
REl(ρ) =

1

4
REl(ρ)

=⇒ REl(ρ) ∝ e±ρ/2
(3.34)

Als we normeerbare oplossingen willen voor vergelijking 3.33, dan moeten we als randvoorwaarde stellen
dat REl(ρ) ∝ e−ρ/2 in de limiet ρ→ ∞. Om de Schrödinger vergelijking op te lossen stellen we

REl(ρ) = CElρ
le−ρ/2ωEl(ρ) (3.35)

als ansatz voor, waarbij CEl een normeringsconstante is. Voordat we deze in vergelijking 3.33 invullen,
zoeken we eerst alvast de afgeleiden naar ρ van REl(ρ). Om notatie kort te houden schrijven we in het
vervolg ω in plaats van ωEl(ρ).

REl(ρ) = CElρ
l−2e−ρ/2

[
ρ2ω

]
R′
El(ρ) = CElρ

l−2e−ρ/2
{
lρω + ρ2

[
ω′ − 1

2
ω

]}
R′′
El(ρ) = CElρ

l−2e−ρ/2
{
l(l − 1)ω + ρ [−lω + 2lω′] + ρ2

[
1

4
ω − ω′ + ω′′

]} (3.36)

Ik heb er hier voor gekozen om de afgeleiden hier niet helemaal uit te werken. Wel heb ik ze in een vorm
geschreven waarin ze relatief makkelijk4 terug te vinden zijn. Voor zij die dapper of dwaas genoeg zijn
staat de volledige uitwerking in appendix D.

We vullen nu deze resultaten in in vergelijking 3.33, waar we onmiddellijk al de gemeenschappelijke
voorfactor CElρ

l−2e−ρ/2 wegdelen.[
l(l − 1)ω + ρl(2ω′ − ω) + ρ2

(
1

4
ω − ω′ + ω′′

)]
+

[
2lω

+ 2ρ

(
−1

2
ω + ω′

)]
+

[
−l(l + 1)ω − 1

4
ρ2ω + nρω

]
= 0

=⇒ ρ2ω′′ +
[
(2l + 2)ρ− ρ2

]
ω′ +

[
l2 − l − ρl +

1

4
ρ2 + 2l − ρ

− l2 − l − 1

4
ρ2 + nρ

]
= 0

=⇒ ρω′′ + [(2l + 2)− ρ]ω′ + [n− l − 1]ω = 0 (gedeeld door ρ)

(3.37)

Om deze differentiaalvergelijking op te lossen gebruiken we de methode van Frobenius met als ansatz

ωEl(ρ) =

∞∑
k=0

ckρ
k (3.38)

4Neem dat met een goede lepel zout
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wat leidt tot het onderstaande.

∞∑
k=0

[
ckk(k − 1)ρk−1 + ckk(2l + 2)ρk−1 − ckkρ

k + ck(n− l − 1)ρk
]
= 0

=⇒
∞∑
k=0

[
ckk(k + 2l + 1)ρk−1 + ck(n− l − k − 1)ρk

]
= 0

(3.39)

In de eerste term valt de k = 0 bijdrage weg, we substitueren daarom k′ = k−1 die ook van 0 → ∞ gaat.

∞∑
k=0

[ck+1(k + 1)(k + 2l + 2) + ck(n− l − k − 1)] ρk = 0

=⇒ ck+1 =
l + k + 1− n

(k + 1)(k + 2l + 2)
ck

(3.40)

We zien dat voor grote k de coëfficiënten elkaar opvolgen als ck+1 = 1
k ck. Deze asymptotische verhouding

van opeenvolgende coëfficiënten komt overeen met die van de reeksontwikkeling van ρpeρ met p ∈ N, wat
geen normeerbare functie is. Al willen we een fysisch normeerbare functie, dan moet de reeks afbreken
na een eindig aantal termen. Dit zal gebeuren wanneer de de teller in vergelijking 3.40 nul wordt. Mits
l, k ∈ N, geldt ook dat n ∈ N. De reeks loopt door zolang

k ≤ n− 1− l (3.41)

Dit levert ook meteen de voorwaarde op n opdat de reeks zou kunnen afbreken.

k + l + 1 ≤ n

=⇒ 1 ≤ n (l, k ≥ 0)
(3.42)

We herlabelen nu k als het radiaal kwantumgetal nr ≥ 0, en we verwijzen naar n = nr + l + 1 als het
hoofdkwantumgetal.

We kunnen nu ook de energie van het waterstof atoom uitdrukken als functie van n.

n :=
e2

ℏ

√
−µ
2En

=⇒ 2En
µ

= − e4

ℏ2n2

=⇒ En = − µe4

2ℏ2n2

(3.43)

3.3 Het ijkprincipe

16. Toon aan dat de Schrödinger vergelijking voor een deeltje in een elektromagnetisch

veld iℏ ∂
∂tψ =

[
− ℏ2

2m

(
∇⃗− ie

ℏcA⃗
)2

+ eV

]
ψ invariant gelaten wordt onder de ijkingstransforma-

tie waarin A⃗
′
(x⃗, t) = A⃗(x⃗, t)+∇⃗(χ⃗′(x⃗, t)), V ′(x⃗, t) = V (x⃗, t)− 1

c
∂
∂tχ(x⃗, t) en ψ

′(x⃗, t) = e
ie
ℏcχ(x⃗,t)ψ(x⃗, t)

We werken dit bewijs uit in 3 stappen. In wat volgt laten we de afhankelijkheid van de functies weg, en
schrijven we α = ie

ℏc .
Stap 1: eerste term

(
∇⃗− αA⃗

′)
ψ′ =

(
∇⃗− αA⃗− α(∇⃗χ)

)
eαχψ

= eαχ
(
α(∇⃗χ) + ∇⃗− αA⃗− α(∇⃗χ)

)
ψ

= eαχ
(
∇⃗− αA⃗

)
ψ

(3.44)

Merk op dat we hier met (∇⃗χ) bedoelen dat de afgeleide niet meer inwerkt op de golffunctie ψ.

19



Stap 2: kwadrateren

(
∇⃗− αA⃗

′)2
ψ′ =

(
∇⃗− αA⃗− α(∇⃗χ)

)
eαχ

(
∇⃗− αA⃗

)
ψ

= eαχ
(
∇⃗− αA⃗

)2
ψ

(3.45)

Stap 3: tijdsafgeleide en potentiaal

(
iℏ
∂

∂t
− eV ′

)
ψ′ = iℏ

∂

∂t
(eαχψ)− e

(
V − 1

c

(
∂

∂t
χ

))
eαχψ

= iℏα
(
∂

∂t
χ

)
eαχψ + iℏeαχ

(
∂

∂t
ψ

)
− eV eαχψ +

e

c

(
∂

∂t
χ

)
eαχψ

= eαχ
(
iℏ
∂

∂t
− eV

)
ψ

(
iℏα := −e

c

) (3.46)

Invoeren van vergelijkingen 3.45 en 3.46 in de Schrödinger vergelijking (en dus het uitvoeren van de
ijkingstransformatie) levert terug de Schrödinger vergelijking.
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4 Verstrooiingstheorie

4.1 Verstrooiingsexperimenten

17. Beschrijf een verstrooiingsexperiment waarin initieel vrije, mono-energetische deeltjes
invallen op een verstrooiingscentrum.

θ

D

O

ϕ z

Figuur 3: Een gecollimeerde bundel valt in op een verstrooiingscentrum.

Beschouw een mono-energetische bundel deeltjes die gecollimeerd is zodat ze invalt als een nauwe
bundel op een verstrooiingscentrum O zoals weergeven in figuur 3. De deeltjes die in de richting (θ, ϕ)
bewegen worden gemeten in de detector D die een ruimtehoek dΩ bestrijkt. Het aantal deeltjes dat
per tijdseenheid de detector bereikt is NdΩ en is evenredig met de invallende flux F = ρv, waarbij ρ de
deeltjesdichtheid is en v hun snelheid. De flux F is het aantal deeltjes dat per tijds- en oppervlakte-eenheid
een oppervlak loodrecht op de invallende bundel kruist. We hebben dus dat

NdΩ = Fdσ

=⇒ dσ

dΩ
=
N

F

(4.1)

dit noemt men de differentiële werkzame doorsnede, een goede naam mits de eenheid van de flux F een
aantal deeltjes per tijds- en oppervlakte-eenheid is, waardoor de eenheid van N wegdeelt en oppervlakte
overblijft.

De totale werkzame doorsnede wordt gegeven door

σtot =

∫
dσ

dΩ
dΩ (4.2)

4.2 Greense functies

18. Introduceer de verstrooiingsamplitude f(k,Ω) en maak duidelijk dat in de asymptoti-

sche limiet r → ∞ ψ(r⃗) → eikz e
ikr

r en bewijs dat dσ
dΩ = |f(k,Ω)|2.

Beschouw een elastische verstrooiing in het referentiestelsel van het massa-middelpunt. De Schrödinger
vergelijking van de deeltjes is dan

(∆ + k2)ψ(r⃗) = U(r⃗)ψ(r⃗) (4.3)

met ∆ de laplaciaan, k2 = 2mE
ℏ2 en U(r⃗) = 2m

ℏ2 V (r⃗). Veronderstel verder dat V (r⃗) van korte dracht is
zodat ze sneller afneemt dan r−1 wanneer r → ∞, de Schrödinger vergelijking reduceert in dat geval tot
de vrije Schrödinger vergelijking.

(∆ + k2)ψ(r⃗) = 0 (4.4)

In deze limiet is er zowel een ingaande gecollimeerde golf als een uitgaande verstrooide golf.

ψ(r⃗) → ψin(r⃗) + ψv(r⃗) (4.5)

De inkomende golf is een gecollimeerde, mono-energetische bundel, die we voor het gemak langs de
z-as leggen, en is dus een vlakke golf

ψin(r⃗) = eikz (4.6)

met een deeltjesdichtheid ρin = |ψin(r⃗)|2 = 1 zodat de flux gegeven wordt door

Fin = ρinv = v =
p

m
=

ℏk
m

(4.7)
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Ver van het verstrooiingscentrum O is de uitgaande golf een radiale stroom van deeltjes.

ψv(r⃗) = f(k,Ω)
eikr

r
(4.8)

waarbij f(k,Ω) de verstrooiingsamplitude is die bepaalt hoeveel deeltjes in een bepaalde richting weg-
stromen. De golffunctie die aan de Schrödinger vergelijking voldoet moet dus, volgens vergelijkingen 4.5,
4.6 en 4.8, aan de onderstaande randvoorwaarde voldoen in de limiet r → ∞.

ψ(r⃗) → eikz + |f(k,Ω)|e
ikr

r
(4.9)

Verder vinden we dat de deeltjesdichtheid van de uitgaande golf gegeven wordt door ρv = |ψv(r⃗)|2 =
|f(k,Ω)|2

r2 . Omdat de verstrooiing elastisch is (en er dus geen kinetische energie verloren gaat), hebben de

verstrooide deeltjes een radiale snelheid vr =
ℏk
m . Het aantal deeltjes dat per tijdseenheid in de ruimtehoek

dΩ rond (θ, ϕ) verstrooid wordt is dan

N(Ω)dΩ = Fvdσ = ρvvr(r
2dΩ) =

ℏk
m

|f(kΩ)|2dΩ (4.10)

mits de oppervlakte van een fractie van een bol dat een ruimtehoek dΩ bestrijkt gegeven wordt door

dσ = 4πr2
dΩ

4π
= r2dΩ (4.11)

De differentiële werkzame doorsnede is dan

dσ

dΩ
=

N

Fin
= |f(k,Ω)|2 (4.12)

19. Toon aan dat ψ(r⃗) = φ(r⃗) −
∫
G(r⃗ − r⃗′)U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′ de oplossing is van de Schrödinger

vergelijking (∆ + k2)ψ(r⃗) = (r⃗)ψ(r⃗) waarbij φ(r⃗) de vrije-deeltjes oplossing is en de Greense
functie G gegeven wordt door (∆ + k2)G(r⃗ − r⃗′) = −δ(r⃗ − r⃗′). Bereken verder de Greense
functie waarbij je je beperkt tot de oplossing van een uitgaande sferische golf.

We checken eerst dat ψ(r⃗) een oplossing is. We weten al dat mits φ(r⃗) de vrije-deeltjes oplossing is
dat slechts een triviale bijdrage levert.

(∆ + k2)φ(r⃗) = 0 (4.13)

We hoeven dus enkel de integraal in rekening te brengen.

(∆ + k2)ψ(r⃗) = −
∫

(∆ + k2)G(r⃗ − r⃗′)U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′

=

∫
δ(r⃗ − r⃗′)U(r⃗)ψ(r⃗)d3r′

= U(r⃗)ψ(r⃗)

(4.14)

Om de Greense functie te vinden, ontwikkelen we deze eerst in vlakke golven

G(r⃗ − r⃗′) =
1

(2π)3

∫
G̃(q⃗)eiq⃗·(r⃗−r⃗′)d3q

=⇒ (∆ + k2)G(r⃗ − r⃗′) =
1

(2π)3

∫
(−q2 + k2)G̃(q⃗)eiq⃗·(r⃗−r⃗′)d3q

Nu is ook δ(r⃗ − r⃗′) :=
1

(2π)3

∫
eiq⃗·(r⃗−r⃗′)d3q = −(∆ + k2)G(r⃗ − r⃗′)

=⇒ (−q2 + k2)G̃(q⃗) = −1

=⇒ G̃(q⃗) = 1

q2 − k2

(4.15)

Kiezen we nu de richting van r⃗ − r⃗′ langs de qz-as zodat q⃗ · (r⃗ − r⃗′) = q
∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣ cos θ, dan vinden we

G(r⃗ − r⃗′) =
1

(2π)3

∫
eiq⃗·(r⃗−r⃗′)

q2 − k2
d3q =

1

4π2

∫ π

0

sin θdθ

∫ +∞

0

q2
eiq|r⃗−r⃗′| cos θ

q2 − k2
dq

=
1

4π2

∫ 1

−1

d(cos θ)

∫ +∞

0

q2

q2 − k2
eiq|r⃗−r⃗′| cos θdq

=
1

4π2i

1∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣
∫ +∞

0

q

q2 − k2

(
eiq|r⃗−r⃗′| − e−iq|r⃗−r⃗′|

)
dq

(4.16)
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Substitueren we als volgt in de tweede term q′ = −q =⇒ dq = −dq′ zodat de grenzen wijzigen naar als
0 → 0 en +∞ → −∞, dan vinden we dat

G(r⃗ − r⃗′) =
1

4π2i

1∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣
∫ +∞

−∞

qeiq|r⃗−r⃗′|

q2 − k2
dq (4.17)

Re(z)

Im(z)

I(ε)

ICρ

−ρ ρ

×
ε

×
ε

Figuur 4: Contour voor de complexe integraal voor een uitgaande radiale golffunctie.

Het is overduidelijk dat het integrandum singulier is in de punten q = ±k, om deze integraal uit te
rekenen moeten we dus in het complexe vlak werken. Beschouw in plaats van het gegeven integrandum
de complexe functie

f(z) =
z

(z − (k + iε))(z − (k − iε))
eiz|r⃗−r⃗′| = g(z)eiz|r⃗−r⃗′| = F (z)

Q(z)
eiz|r⃗−r⃗′| (4.18)

We berekenen nu de integraal volgens de contour die weergeven staat in figuur 4. Het is duidelijk dat in
de limiet ε → 0 en ρ → ∞ dat de integraal langs I(ε) overeenkomt met de gewenste integraal. Om de
integraal langs de contour te berekenen gebruiken de residustelling (vergelijking E.1 van appendix E) en
het lemma van Jordan (vergelijking E.5 van appendix E).

De residustelling geeft ons al dat

I(ε) + ICρ
= 2πiRes(f, k + iε) (4.19)

We zien dat degQ(z) = degF (z) + 1 zodat het lemma van Jordan garandeert dat

lim
ρ→∞

ICρ
lim
ρ→∞

∫
Cρ

f(z)dz = 0 (4.20)

Nu hoeven we enkel nog maar de residu te berekenen.

Res(f, k + iε) = lim
z→k+iε

(z − (k + iε))f(z) =
(k + iε)ei(k+iε)|r⃗−r⃗′|

k + iε− (−k − iε)

=⇒ lim
ε→0

Res(f, k + iε) =
1

2
eik|r⃗−r⃗′|

(4.21)

Tot slot hebben we dat

lim
ε→0

lim
ρ→∞

I(ε) = πieik|r⃗−r⃗′|

=⇒ G+(r⃗ − r⃗′) =
1

4π

eik|r⃗−r⃗′|∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣ (4.22)

Merk op dat we hier technisch gezien één pool compleet verwaarlozen door deze buiten de contour te
laten. Wanneer we de inkomende radiale golfoplossing zoeken, zullen we de andere pool verwaarlozen.
Het is pas door beide polen in rekening te brengen dat men de staande golfoplossing bekomt. Dit is tevens
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ook het resultaat dat men zou bekomen al gebruik men de standaardmethoden om een complexe integraal
op te lossen. Dit illustreer ik kort in appendix F.
20. Toon aan dat het asymptotisch gedrag van ψ(r⃗) zich inderdaad herleidt tot ψ(r⃗) →
eikz + f(k,Ω) e

ikr

r en geef een uitdrukking voor de verstrooiingsamplitude f(k,Ω).

φ(r⃗) = eikz is een oplossing van de vrije golfvergelijking (∆+k2)φ(r⃗) = 0. In dit verstrooiingsexperiment
is de randvoorwaarde een uitgaande radiale golf, we hebben dus

G(r⃗ − r⃗′) = G+(r⃗ − r⃗′) =
1

4π

eik|r⃗−r⃗′|∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣

=⇒ ψ(r⃗) = φ(r⃗)− 1

4π

∫
G+(r⃗ − r⃗′)U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′

=⇒ ψ(r⃗) = eikz − 1

4π

∫
eik|r⃗−r⃗′|∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣ U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′
(4.23)

In de asymptotische limiet r → ∞ kunnen we
∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣ in de exponentiële benaderen zoals hieronder.

∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣ = [r2 − 2r⃗ · r⃗′ + r′2

]1/2
= r

[
1− 2r̂ · r⃗′

r
+O

(
1

r2

)]1/2
= r

(
1− r̂ · r⃗′

r

)
+O

(
1

r

)
≈ r − r̂ · r⃗′

(4.24)

Hierbij is r̂ een eenheidsvector, en hebben we gebruik gemaakt van het binomiaal theorema. Om∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣−1

te benaderen werken we analoog, maar snijden we de reeks vroeger af.

∣∣r⃗ − r⃗′
∣∣−1

=
1

r

(
1 +O

(
1

r

))−1/2

≈ 1

r
(4.25)

Nu vullen we vergelijkingen 4.24 en 4.25 in vergelijking 4.23 in, zodat

ψ(r⃗) = eikz − eikr

4πr

∫
e−ik⃗·r⃗

′
U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′

=⇒ f(k,Ω) = − 1

4π

∫
e−ik⃗·r⃗

′
U(r⃗′)ψ(r⃗′)d3r′

(4.26)

4.3 Lippmann-Schwinger theorie

21. Leidt de Lippmann-Schwinger vergelijking af in de toestandsruimte |ψ+⟩ = |ϕ⟩+Ĝ+
0 (E)V̂ |ψ+⟩.

We berken ons dus weer tot een uitgaande radiale golfoplossing.

We splitsen de Hamiltoniaan als Ĥ = Ĥ0 + V̂ met Ĥ0 de vrije Hamiltoniaan. Zij nu |ϕ⟩ en |ψ⟩ ei-
gentoestanden van Ĥ0 en Ĥ respectievelijk, beide met dezelfde eigenwaarde E. We veronderstellen dus
dat ze beide hetzelfde continuüm spectrum hebben. Er geldt nu dat

(Ĥ0 + V̂ ) |ψ⟩ = E |ψ⟩
=⇒ (E − Ĥ0) |ψ⟩ = V̂ |ψ⟩ = (E − Ĥ0) |ϕ⟩+ V̂ |ψ⟩

=⇒ |ψ⟩ = |ϕ⟩+ 1

E − Ĥ0

V̂ |ψ⟩
(4.27)

Merk op dat dit slechts een formele oplossing is mits (E − Ĥ0)
−1 singulier is wanneer het inwerkt op

een eigentoestand. We geven dus de energie een infinitesimaal klein imaginair deel∣∣ψ+
〉
= |ϕ⟩+ 1

E + iε− Ĥ0

V̂
∣∣ψ+

〉
= |ϕ⟩+ Ĝ+

0 V̂
∣∣ψ+

〉
(4.28)

We wensen nu de matrix elementen δ(p⃗′−p⃗)

E+iε− p′2
2m

van Ĝ+
0 te kennen in de configuratieruimte. Ĥ0 evalueert

echter niet zo makkelijk in de configuratieruimte, we maken daarom gebruik van de resolutie van de
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identiteit om het matrix element als tussenstap te evalueren in de impulsruimte.〈
r⃗
∣∣Ĝ+

0

∣∣r⃗′〉 = ∫ d3p′
∫

d3p
〈
r⃗
∣∣p⃗′〉 〈p⃗′∣∣Ĝ+

0

∣∣p⃗〉 〈p⃗∣∣r⃗′〉
=

∫
d3p′

∫
d3p

〈
r⃗
∣∣p⃗′〉 〈

p⃗′∣∣p⃗〉
E + iε− p′2

2m

〈
p⃗
∣∣r⃗′〉

=

∫
d3p′

∫
d3p

〈
r⃗
∣∣p⃗′〉 δ(p⃗′ − p⃗)

E + iε− p′2

2m

〈
p⃗
∣∣r⃗′〉

=

∫
d3p

⟨r⃗|p⃗⟩
〈
p⃗
∣∣r⃗′〉

E + iε− p2

2m

(4.29)

waar we gebruik hebben gemaakt van de orthonormaliteit van de impulsruimte
〈
p⃗′∣∣p⃗〉 = δ(p⃗′−p⃗). Verder

herkennen we ook de basisovergang tussen de configuratie- en de impulsruimte in het integrandum.

⟨r⃗|p⃗⟩ = 1

(2πℏ)3/2
e

i
ℏ p⃗·r⃗ =⇒ ⟨r⃗|p⃗⟩

〈
p⃗
∣∣r⃗′〉 = 1

(2πℏ)3
e

i
ℏ p⃗·(r⃗−r⃗′)

=⇒
〈
r⃗
∣∣Ĝ+

0

∣∣r⃗′〉 = 1

(2πℏ)3

∫
d3p

e
i
ℏ p⃗·(r⃗−r⃗′)

E + iε− p2

2m

(4.30)

Nu gebruiken we de substitutie p⃗ = ℏq⃗ =⇒ pi = ℏqi =⇒ dqi =
1
ℏdpi =⇒ d3q = 1

ℏ3 d
3p. Als we deze

substitutie nu doorvoeren en rekening houden met E = ℏ2k2

2m , dan vinden we het onderstaande.

〈
r⃗
∣∣Ĝ+

0

∣∣r⃗′〉 = 1

(2π)3

∫
d3q

eiq⃗·(r⃗−r⃗′)

ℏ2k2

2m + iε− ℏ2q2

2m

=
2m

ℏ2
1

(2π)3

∫
d3q

eiq⃗·(r⃗−r⃗′)

k2 + iε′ − q2

(4.31)

We hebben hier ε′ = 2mε
ℏ2 geschreven, maar in het vervolg laten we apostrof weg, dit omdat het simpelweg

een bijdrage is die infinitesimaal klein is, en we ze naar nul zullen doen naderen.
We zien wederom dat er singulariteiten in het integrandum zitten, we herschrijven deze even

q2 = k2 + iε

=⇒ q = ±k
(
1 +

iε

k2
+O(ε2)

)1/2

= ±
(
k +

iε′

2
+O(ε2)

)
≈ ±

(
k +

iε

2

)
(4.32)

waar we opnieuw ε′ = iε
2k ≡ ε hebben toegepast met een analoge redenering. We herschrijven nu finaal

de integraal als 〈
r⃗
∣∣Ĝ+

0

∣∣r⃗′〉 = 2m

ℏ2
1

(2π)3

∫
d3q

eiq⃗·(r⃗−r⃗′)(
q −

(
k + iε

2

)) (
q +

(
k + iε

2

)) (4.33)

We zien dat in de limiet ε→ 0 dat de integraal op een factor − ℏ2

2m identiek is aan die in vergelijking 4.16,
we hebben dus als formele oplossing voor een uitgaande radiale golf het onderstaande.〈

r⃗
∣∣Ĝ+

0

∣∣r⃗′〉 = Ĝ+
0 (r⃗ − r⃗′) = −2m

ℏ2
G+(r⃗ − r⃗′) (4.34)

en dit is dus de fysische Greense functie die we nodig hebben in de Lippmann-Schwinger vergelijking.∣∣ψ+
〉
= |ϕ⟩+ Ĝ+

0 V̂
∣∣ψ+

〉
(4.35)

22/23. Vindt nu de Born-reeks van |ψ+⟩. Wat is de Born approximatie?

We itereren nu de Lippmann-Schwinger vergelijking door de oplossing∣∣ψ+
〉
= |ϕ⟩+ Ĝ+

0 V̂
∣∣ψ+

〉
(4.36)

25



opnieuw in zichzelf in te vullen.∣∣ψ+
〉
= |ϕ⟩+ Ĝ+

0 V̂
∣∣ψ+

〉
+ (Ĝ+

0 V̂ )2
∣∣ψ+

〉
+ (Ĝ+

0 V̂ )3
∣∣ψ+

〉
+ · · ·

=

( ∞∑
k=0

(Ĝ+
0 V̂ )k

)
|ϕ⟩

(4.37)

Het bovenstaande staat gekend als de Born-reeks. De Born approximatie bestaat erin alles na eerste orde
te laten vallen, zodat ∣∣ψ+

〉
≈ |ϕ⟩+ Ĝ+

0 V̂ |ϕ⟩ (4.38)

4.4 Partiële golfanalyse

24. Bekijk het asymptotisch gedrag van de oplossingen van de Schrödinger vergelijking in
een centrale potentiaal V (r⃗) die verdwijnt op oneindig. De oplossing is hier een lineaire com-
binatie van twee vrije oplossingen, de sferische Bessel- en Neumann functies. Voer de fase-
verschuiving in, gegeven dat in de asymptotische limiet ρ→ ∞ geldt dat jl(ρ) → 1

ρ sin
(
ρ− lπ

2

)
en nl(ρ) → − 1

ρ cos
(
ρ− lπ

2

)
.

In een centrale potentiaal kan een oplossing van de Schrödinger vergelijking met E > 0 geschreven
worden als ψklm(r⃗) = Rkl(r)Ylm(θ, ϕ). In de asymptotische limiet reduceert de Schrödinger vergelijking
tot de vrije radiale Schrödinger vergelijking(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ k2

)
Rkl(r) = 0 (4.39)

met als twee lineaire onafhankelijke oplossingen de sferische Bessel-en Neumann functies jl(kr) en nl(kr)
zodat in de asymptotische limiet r → ∞

Rkl(r) →
1

kr

[
Al(k) sin

(
kr − lπ

2

)
−Bl(k) cos

(
kr − lπ

2

)]
→ 1

kr

√
Al(k)2 +Bl(k)2

[
Al(k)√

Al(k)2 +Bl(k)2
sin

(
kr − lπ

2

)
− Bl(k)√

Al(k)2 +Bl(k)2
cos

(
kr − lπ

2

)]
(4.40)

Bl(k)

Al(k)al(k)

θ

−δl(k)

Figuur 5: Hulpschema om fase in te voeren

Al wil men deze uitdrukking herschrijven, dan is het handig dat we voorlopig verwijzen naar kr − lπ
2

als θ om notatie kort te houden. Beschouw nu Al(k), Bl(k) en al(k) :=
√
Al(k)2 +Bl(k)2 als 3 zijden

van een rechthoekige driehoek met θ één van de hoeken. Opdat Rkl(r) niet nul zou zijn, moet gelden dat

Al(k)

al(k)
= sin θ ∧ Bl(k)

al(k)
= cos θ (4.41)
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Deze configuratie binnen een rechthoekige driehoek staat weergeven in figuur 5. We werken dit nu verder
uit om de uitdrukking te vereenvoudigen.

Rkl(r) →
al(k)

kr

(
sin2 θ − cos2 θ

)
→ −al(k)

kr
cos(2θ) → −al(k)

kr
sin
(π
2
− 2θ

)
→ al(k)

kr
sin
(
2θ − π

2

)
→ al(k)

kr
sin
(
θ +

(
θ − π

2

))
→ al(k)

kr
sin(θ − (−δl(k)))

→ al(k)

kr
sin(θ + δl(k))

(4.42)

Hierbij is (−δl(k)) gedefinieerd als het complement van θ, maar we verwijzen er voortaan naar als de
faseverschuiving, zodat uiteindelijk

tan(−δ) = Bl(k)

Al(k)

=⇒ δl(k) = − arctan

(
Bl(k)

Al(k)

) (4.43)

Ik weet ook niet waarom de faseverschuiving δl(k) zo gedefinieerd wordt in de cursus, de hoek in figuur
5 “−δl(k)” noemen leek me de enige methode om aan een min-teken te geraken voor de boogtangens.
25. Bepaal de verstrooiingsamplitude in termen van de faseverschuiving δl(k).

Voor een centrale potentiaal V (r⃗) en een bundel die invalt langs de z-as is f(k,Ω) onafhankelijk van
de azimut ϕ en de asymptotische randvoorwaarde voor r → ∞ wordt

ψ(r⃗) → eikz + f(k, θ)
eikr

r
(4.44)

We kunnen dan ψ(r⃗) ontbinden in partiële golven, f(k, θ) in Legendre polynomen, en eikz in sferische
harmonieken.

ψ(r⃗) = ψ(r, θ) =
∑
l

Rkl(r)Pl(cos θ)

f(k, θ) =
∑
l

(2l + 1)fl(k)Pl(cos θ)

eikz = eikr cos θ =
∑
l

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ)

(4.45)

Als we deze asymptotische limieten invullen in de randvoorwaarde 4.44, dan vinden we, na wegdelen van
de Legendre polynomen, voor elke l de onderstaande randvoorwaarde.

Rkl(r) → (2l + 1)iljl(kr) = (2l + 1)fl(k)
eikr

r
(4.46)

Beschouw nu opnieuw het asymptotische gedrag van de sferische Bessel-functies jl(kr) en de radiale
golffuncties Rkl(r).

jl(kr) →
1

kr
sin

(
kr − lπ

2

)
→ 1

2kri

(
eikri−l − e−ikril

)
Rkl(r) →

al(k)

kr
sin

(
kr − lπ

2
+ δl(k)

)
→ al(k)

2kri

(
eikri−leiδl(k) − e−ikrile−iδl(k)

)
(4.47)

Als we dit nu invullen in vergelijking 4.46 dan krijgen we een gelijkheid in de asymptotische limiet.

al(k)

2kri

(
eikri−leiδl(k) − e−ikrile−iδl(k)

)
=

(2l + 1)

2kr
il−1

(
eikri−l − e−ikril

)
+ (2l + 1)fl(k)

eikr

r
(4.48)
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Gelijk stellen van de coëfficiënten in eikr en e−ikr levert een stelsel waaruit men de verstrooiingsamplitude
kan bepalen. {

al(k)
2kr eiδl(k)i−l−1 = (2l+1)

2kr i−1 + 2k(2l+1)
2kr fl(k)

al(k)
2kr e−iδl(k)il−1 = (2l+1)

2kr i2l−1{
al(k)e

iδl(k)i−l−1 = (2l + 1)i−1 + 2k(2l + 1)fl(k)

al(k) = (2l + 1)ileiδl(k)

=⇒ e2iδl(k)i−1 = i−1 + 2kfl(k)

=⇒ fl(k) =
e2iδl(k) − 1

2ki
=
eiδl(k)

k
sin(δl(k))

=⇒ f(k, θ) =
∑
l

(2l + 1)
eiδl(k)

k
sin(δl(k))Pl(cos θ)

(4.49)
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5 Benaderingstechnieken

5.1 Niet-ontaarde storingsrekening

26. Leg uit hoe men perturbatie reeksen opzet van tijdsonafhankelijke perturbaties. Bere-

ken de eerste en tweede orde correcties op een niet-ontaard niveau E
(0)
n .

Beschouw een tijdsonafhankelijke Hamiltoniaan Ĥ = Ĥ0 + λV̂ ′ waarbij λV̂ ′ een kleine perturbatie voor-
stelt en Ĥ0 de ongestoorde Hamiltoniaan is met exact gekende energie-eigenwaarden en eigenfuncties die
voldoen aan

Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
∧

〈
ψ
(0)
i

∣∣∣ψ(0)
j

〉
= δij (5.1)

We wensen nu het Schrödinger probleem Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ op te lossen. Als λ → 0 dan weten we in
elk geval al dat

lim
λ→0

En = E(0)
n ∧ lim

λ→0
|ψn⟩ =

∣∣∣ψ(0)
n

〉
(5.2)

Dit motiveert ons om de energie en de golffunctie te ontwikkelen als machtreeksen, waarbij de index k de
orde van de perturbatie aanduidt.

En =

∞∑
k=0

λkE(k)
n ∧ |ψn⟩ =

∞∑
k=0

λk
∣∣∣ψ(k)
n

〉
(5.3)

Als we nu deze machtreeksen invullen in de Schrödinger vergelijking, dan vinden we

(
Ĥ0 + λV̂ ′

) ∞∑
k=0

λk
∣∣∣ψ(k)
n

〉
=

( ∞∑
k=0

λkE(k)
n

)( ∞∑
l=0

λl
∣∣∣ψ(k)
n

〉)

⇐⇒
∞∑
k=0

λkĤ0

∣∣∣ψ(k)
n

〉
+

∞∑
k=1

λkV̂ ′
∣∣∣ψ(k−1)
n

〉
=

∞∑
k=0

k∑
l=0

λkE(l)
n

∣∣∣ψ(k−l)
n

〉

=⇒

Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

〉
= E

(0)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
Ĥ0

∣∣∣ψ(k)
n

〉
+ V̂ ′

∣∣∣ψ(k−1)
n

〉
=
∑k
l=0E

(l)
n

∣∣∣ψ(k−l)
n

〉
k ≥ 1

(5.4)

waarbij we in de eerste overgang de substitutie k + 1 → k hebben doorgevoerd in de tweede term, en
het Cauchy product hebben gebruikt in het rechter lid. Nemen we nu met die onderste vergelijking het

scalair product met
∣∣∣ψ(0)
n

〉
, dan vinden we

〈
ψ(0)
n

∣∣∣Ĥ0

∣∣∣ψ(k)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(k−1)
n

〉
=

k∑
l=0

E(l)
n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(k−l)
n

〉
⇐⇒ E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(k)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(k−1)
n

〉
=

k∑
l=0

E(l)
n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(k−l)
n

〉 (5.5)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de hermiticiteit van de Hamiltoniaan.
Voor k = 1 vinden we nu via de orthonormaliteit van de nulde orde golffuncties een uitdrukking voor

de eerste orde energie-correctie.

E(0)
n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
=⇒ E(1)

n =
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(0)
n

〉 (5.6)

Voor k = 2 vinden we nu een uitdrukking voor de tweede orde energie-correctie.

E(0)
n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(2)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(1)
n

〉
= E(0)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(2)
n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(2)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
⇐⇒ E(2)

n =
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(1)
n

〉
− E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=
〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′ − E(1)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
(5.7)

29



27. Vind de eerste orde correctie op de golffunctie en vindt hiermee een alternatieve uit-

drukking voor E
(2)
n .

We ontwikkelen
∣∣∣ψ(1)
n

〉
in de complete orthogonale set

{∣∣∣ψ(0)
i

〉
|∀i
}

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=

∞∑
k=0

a
(1)
nk

∣∣∣ψ(0)
k

〉
(5.8)

en substitueren dit resultaat in vergelijking 5.4 voor k = 1. Dit geeft ons

Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ V̂ ′

∣∣∣ψ(0)
〉
= E(0)

n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(1)

n

∣∣∣E(0)
n

〉
⇐⇒ (Ĥ0 − E(0)

n )

∞∑
k=0

a
(1)
nk

∣∣∣ψ(0)
k

〉
= (E(1)

n − V̂ ′)
∣∣∣ψ(0)
n

〉 (5.9)

Nu nemen we hiermee het inproduct met
∣∣∣ψ(0)
l

〉
.

(E
(0)
l − E(0)

n )

∞∑
k=0

a
(1)
nk δlk = E(1)

n δln − V ′
ln

⇐⇒ a
(1)
nl (E

(0)
l − E(0)

n ) = E(1)
n δln − V ′

ln

=⇒

E
(1)
n = V ′

nn l = n

a
(1)
nl =

V ′
ln

E
(0)
n −E(0)

l

l ̸= n

(5.10)

Hierbij is V ′
ln =

〈
ψ
(0)
l

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣ψ(0)
n

〉
. Substitueren we nu vergelijkingen 5.8 en 5.10 in 5.7, dan vinden de

finale uitdrukking.

E(2)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂ ′ − E(1)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=

〈
ψ(0)
n

∣∣∣∣∣V̂ ′ − E(1)
n

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

a
(1)
nkψ

(0)
k

〉

=

∞∑
k=0

(
a
(1)
nkV

′
nk − V ′

nna
(1)
nk δnk

)
=

∞∑
k ̸=n

a
(1)
nkV

′
nk

=

∞∑
n ̸=k

V ′
knV

′
nk

E
(0)
n − E

(0)
k

=

∞∑
n ̸=k

(V ′
nk)

∗V ′
nk

E
(0)
n − E

(0)
k

=

∞∑
k ̸=n

|V ′
nk|

2

E
(0)
n − E

(0)
k

(5.11)

5.2 Ontaarde storingsrekening

28. Vind de eerste orde energie-correctie op een ongestoord niveau met m-voudige ontaar-
ding.

We veronderstellen dat de ongestoorde toestanden orthogonaal zijn
〈
ψ
(0)
nr

∣∣∣ψ(0)
ns

〉
= δrs. Zij nu

∣∣∣χ(0)
nr

〉
de gepaste lineaire combinatie van

∣∣∣ψ(0)
ni

〉
zodat

lim
λ→0

|ψnr⟩ =
∣∣∣χ(0)
nr

〉
(5.12)

Mits E
(0)
n m-voudig ontaard is, is verder E

(0)
nr ≡ E

(0)
n .

Beschouw nu onderstaande reeksontwikkelingen.

|ψnr⟩ =
∣∣∣χ(0)
nr

〉
+

∞∑
k=1

λk
∣∣∣ψ(k)
nr

〉
∧ Enr = E(0)

n +

∞∑
k=1

λkE(k)
nr (5.13)
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We voeren nu deze reeksontwikkeling in de Schrödinger vergelijking in.

(Ĥ0 + λV̂ ′)
∣∣∣χ(0)
nr

〉
+ (Ĥ0 + λV̂ ′)

∞∑
k=1

λk
∣∣∣ψ(k)
nr

〉
=

(
E(0)
n +

∞∑
k=1

λkE(k)
nr

)(∣∣∣χ(1)
nr

〉
+

∞∑
l=0

λl
∣∣∣ψ(l)
nr

〉)

⇐⇒ Ĥ0

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+ Ĥ0λ

∣∣∣ψ(1)
nr

〉
+ λV̂ ′

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+

∞∑
k=2

λkV̂ ′
∣∣∣ψ(k−1)
nr

〉
= E(0)

n

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+

∞∑
k=1

λk
(
E(k)
nr

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+ E(0)

n

∣∣∣ψ(k)
nr

〉)
+

∞∑
k=2

k∑
l=0

λkE(l)
nr

∣∣∣ψ(k−l)
nr

〉
(5.14)

Voor k = 1 vinden we nu

Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
nr

〉
+ V̂ ′

∣∣∣χ(0)
nr

〉
= E(1)

nr

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+ E(0)

n

∣∣∣ψ(1)
nr

〉
(5.15)

We nemen hiermee het inproduct met
∣∣∣χ(0)
ns

〉
om het finaal resultaat te vinden.

E(0)
n

〈
χ(0)
ns

∣∣∣ψ(1)
nr

〉
+
〈
χ(0)
ns

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣χ(0)
nr

〉
= E(1)

nr

〈
χ(0)
ns

∣∣∣χ(0)
nr

〉
+ E(0)

n

〈
χ(0)
ns

∣∣∣ψ(1)
nr

〉
⇐⇒ E(1)

nr δrs =
〈
χ(0)
ns

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣χ(0)
nr

〉
=⇒ E(1)

nr =
〈
χ(0)
nr

∣∣∣V̂ ′
∣∣∣χ(0)
nr

〉 (5.16)

29. Stel en bewijs het Feynman-Hellmann theorema.

Veronderstel een Hamiltoniaan Ĥ(λ) die afhangt van een parameter λ met eigenwaarde E(λ) en ei-
gentoestand |ψ(λ)⟩ zodat Ĥ(λ) |ψ(λ)⟩ = E(λ) |ψ(λ)⟩, dan geldt dat

⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩ = ∂E(λ)

∂λ
(5.17)

Bewijs: De toestand |ψ(λ)⟩ is op één genormeerd zodat ⟨ψ(λ)|Ĥ(λ)|ψ(λ)⟩ = E(λ). Als we deze
uitdrukking nu afleiden naar λ, dan krijgen we het Feynman-Hellmann theorema.〈

∂ψ(λ)

∂λ

∣∣∣∣Ĥ(λ)

∣∣∣∣ψ(λ)〉+ ⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩+

〈
ψ(λ)

∣∣∣∣Ĥ(λ)

∣∣∣∣∂ψ(λ)∂λ

〉
=
∂E(λ)

∂λ

⇐⇒ E

[〈
∂ψ(λ)

∂λ

∣∣∣∣ψ〉+

〈
ψ(λ)

∣∣∣∣∂ψ(λ)∂λ)

〉]
+ ⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩ = ∂E(λ)

∂λ

⇐⇒ E
∂

∂λ
(⟨ψ(λ)|ψ(λ)⟩) + ⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩ = ∂E(λ)

∂λ

⇐⇒ E
∂

∂λ
(1) + ⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩ = ∂E(λ)

∂λ

⇐⇒ ⟨ψ(λ)|∂Ĥ(λ)

∂λ
|ψ(λ)⟩ = ∂E(λ)

∂λ

(5.18)

5.3 Tijdsafhankelijke storingstheorie

30. Voer het interactiebeeld in. Aan welke toestandsvergelijking voldoet |ψ(t)⟩I?

Beschouw een Hamiltoniaan met een tijdsafhankelijke potentiaal Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t) met Ĥ0 de vrije tijds-
onafhankelijke Hamiltoniaan. met exact gekende orthogonale eigenfuncties.

Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
∧

〈
ψ(0)
m

∣∣∣ψ(0)
n

〉
= δmn (5.19)

Veronderstel dat men de golffunctie op tijdstip t = 0 kan ontwikkelen in termen van de complete ortho-

gonale set
{∣∣∣ψ(0)

i

〉
|∀i
}

|ψ(0)⟩ =
∑
k

ck(0)
∣∣∣ψ(0)
k

〉
(5.20)
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en dat deze evolueert in de tijd volgens

|ψ(t)⟩ = e−
i
ℏ Ĥt |ψ(0)⟩ =

∑
k

ck(t)e
− i

ℏE
(0)
k t
∣∣∣ψ(0)
k

〉
(5.21)

waarbij de tijdsafhankelijkheid ten gevolge van Ĥ0 afgezonderd werd in de exponentiële e−
i
ℏE

(0)
i t, en de

tijdsafhankelijkheid ten gevolge van V̂ (t) opgenomen werd in de coëfficiënten ci(t).
De tijdsafhankelijkheid ten gevolge van Ĥ0 kan geëlimineerd worden door over te schakelen tot het

interactiebeeld.
|ψ(t)⟩I = e

i
ℏ Ĥ0t |ψ(t)⟩ ∧ ÔI(t) = e

i
ℏ Ĥ0tÔe−

i
ℏ Ĥ0t (5.22)

In het interactiebeeld wordt de golffunctie dus gegeven door het onderstaande.

|ψ(t)⟩I =
∑
k

ck(t)
∣∣∣ψ(0)
k

〉
(5.23)

We nemen nu de partiële tijdsafgeleide van deze functie en vermenigvuldigen met iℏ, dit levert via de
Schrödinger vergelijking een nieuwe toestandsvergelijking.

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩I = iℏ

∂

∂t

(
e

i
ℏ Ĥ0t |ψ(t)⟩

)
= −e i

ℏ Ĥ0tĤ0 |ψ(t)⟩+ e
i
ℏ Ĥ0t

(
iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩

)
= e

i
ℏ Ĥ0t

[
−Ĥ0 +

(
Ĥ0 + V̂ (t)

)]
|ψ(t)⟩

= e
i
ℏ Ĥ0tV̂ (t)e−

i
ℏ Ĥ0te

i
ℏ Ĥ0t |ψ(t)⟩

= V̂I(t) |ψ(t)⟩I

(5.24)

We hebben nu een toestandsvergelijking voor |ψ(t)⟩I .

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩I = V̂I(t) |ψ(t)⟩I (5.25)

31. Voer de evolutievergelijking in het interactiebeeld in. Aan welke differentiaalvergelij-
king voldoet de evolutie-operator ÛI(t)?

Beschouw de evolutie-operator in het interactie beeld ÛI(t) waarvoor geldt dat

|ψ(t)⟩I = ÛI(t) |ψ(0)⟩I (5.26)

We voeren nu deze uitdrukking in de toestandsvergelijking van |ψ(t)⟩I (vergelijking 5.25) in.

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩I = V̂I(t) |ψ(t)⟩

⇐⇒ iℏ
∂

∂t

(
ÛI(t) |ψ(0)⟩t

)
= V̂I(t)ÛI(t) |ψ(0)⟩I

=⇒ iℏ
d

dt
ÛI(t) = V̂I(t)ÛI(t)

(5.27)

Dit is de evolutievergelijking van de evolutie-operator met randvoorwaarde ÛI(0) = 1̂.
32. Stel de Dyson reeks op voor ÛI(t). Voer de tijdsordeningsoperator in.

Een oplossing voor de differentiaalvergelijking 5.27 met randvoorwaarde ÛI(0) = 1̂ wordt gegeven door

ÛI(t) = 1̂− i

ℏ

∫ t

0

V̂I(t1)ÛI(t1)dt1 (5.28)

Als we nu deze oplossing itereren dan vinden we

ÛI(t) = 1̂− i

ℏ

∫ t

0

V̂I(t1)

[
1̂− i

ℏ

∫ t1

0

V̂I(t2)ÛI(t2)dt2
]
dt1

= 1̂− i

ℏ

∫ t

0

V̂I(t1)dt1 +

(
− i

ℏ

)2 ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2)ÛI(t2)
(5.29)
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Al zouden we deze uitdrukking blijven itereren, dan vinden we de Dyson reeks.

ÛI(t) = 1̂ +

∞∑
k=1

(
− i

ℏ

)k ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

· · ·
∫ tk−1

0

dtkV̂I(t1)V̂I(t2) · · · V̂I(tk) (5.30)

Merk op dat de tijdsvariabelen geordend zijn volgens

t > t1 > t2 > · · · > tk (5.31)

Beschouw onderstaande integraal.∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2V̂I(t2)V̂I(t1) (t2 > t1) (5.32)

Beschouw bovendien figuur 6. De rechter figuur is equivalent aan de linker figuur, maar gedraaid over
90°. Het is duidelijk dat het blauwe gebied en het paarse gebied hetzelfde zijn. In het blauwe gebied is
het intüıtief om te stellen dat 0 < t1 < t terwijl t1 < t2 < t. Dankzij het paarse gebied zien we dat het
equivalent is om te zeggen dat 0 < t2 < t terwijl 0 < t1 < t2.

0

t

t

t1 = t2t2 > t1

t2 > t1t2

t1

0

t

t

t1 = t2 t2 > t1

t2 > t1 t1

t2

Figuur 6: Schematisch hulpmiddel voor de integratievariabelen.

We passen nu deze kennis toe op de integraal in vergelijking 5.32.∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2V̂I(t2)V̂I(t1) =

∫ t

0

dt2

∫ t2

0

dt1V̂I(t2)V̂I(t1) (5.33)

Als we nu in het rechter lid de dummy integratie variabelen t1 en t2 omwisselen, dan vinden we de
integraal uit de tweede term van de Dyson reeks terug.∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2V̂I(t2)V̂I(t1) =

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) (5.34)

We zullen dit resultaat gebruiken om de tweede term van de Dyson reeks 5.30 te herschrijven.∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) =
1

2!

[∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) +

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2)

]
=

1

2!

[∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) +

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2V̂I(t2)V̂I(t1)

] (5.35)

We zien nu dat de integratiegrenzen van t2 elkaar mooi aanvullen in de twee termen. Het probleem is nu
dat de integranda verschillend zijn. Voer daarom de tijdsordeningsoperator in.

T
(
V̂I(t1)V̂I(t2)

)
=

{
V̂I(t1)V̂I(t2) t2 < t1

V̂I(t2)V̂I(t1) t1 < t2
(5.36)
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Hiermee wordt de tweede term∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂I(t1)V̂I(t2) =
1

2!

[∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2T
(
V̂I(t1)V̂I(t2)

)
+

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2T
(
V̂I(t2)V̂I(t1)

)]
=

1

2!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2T
(
V̂I(t1)V̂I(t2)

)
(5.37)

Dit resultaat kan zonder bewijs veralgemeend worden naar hogere termen. Hiermee wordt de Dyson reeks
5.30

ÛI(t) =
∞∑
k=0

(
− i

ℏ

)k
1

k!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtkT
(
V̂I(t1)V̂I(t2) · · · V̂I(tk)

)
= T

[
exp

(
− i

ℏ

∫ t

0

dt′V̂I(t
′)

)] (5.38)

33. Stel de gouden regel van Fermi op om de transitiewaarschijnlijkheid per tijdseen-
heid voor een constante perturbatie die begint op t = 0 uit te drukken, gegeven dat

limα→∞
sin2(αx)
αx2 = πδ(x). Je hoeft niet voorbij eerste orde te rekenen.

Veronderstel dat op t = 0 de eigentoestanden van Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
i

〉
is zodat |ψ(0)⟩I =

∣∣∣ψ(0)
i

〉
. Bovendien

geldt dat

|ψ(t)⟩I =
∑
k

ck(t)
∣∣∣ψ(0)
k

〉
∧ |ψ(t)⟩I = ÛI(t) |ψ(0)⟩I = ÛI(t)

∣∣∣ψ(0)
i

〉
(5.39)

Al nemen we nu het inproduct met
∣∣∣ψ(0)
n

〉
, dan vinden we

cn(t) =
〈
ψ(0)
n

∣∣∣ÛI(t)∣∣∣ψ(0)
i

〉
(5.40)

Als we nu de Dyson reeks 5.30 invullen, en de k-de orde termen associëren met de k-de orde correcties

c
(k)
n (t), dan vinden we voor nulde- en eerste orde

c(0)n (t) = δni

c(1)n (t) = − i

ℏ

∫ t

0

dt1

〈
ψ(0)
n

∣∣∣V̂I(t1)∣∣∣ψ(0)
i

〉
= − i

ℏ

∫ t

0

dt1

〈
ψ(0)
n

∣∣∣e i
ℏ Ĥ0tV̂ (t)e−

i
ℏ Ĥ0t

∣∣∣ψ(0)
i

〉
= − i

ℏ

∫ t

0

dt1e
iωnit1Vni(t1)

(5.41)

waarbij ωni :=
E(0)

n −E(0)
i

ℏ = −ωin, Vni(t) =
〈
ψ
(0)
n

∣∣∣V̂ (t)
∣∣∣ψ(0)
i

〉
, en waarbij we gebruik hebben gemaakt van

de definitie 5.22 van een operator in het interactie beeld. De transitiewaarschijnlijkheid van een initiële

toestand ψ
(0)
i naar een finale toestand ψ

(0)
n is dan

P (i→ n) =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

c(j)n (t)

∣∣∣∣∣∣
2

(5.42)

Beschouw nu een constante perturbatie.

V̂ (t) =

{
0 t < 0

V̂ t ≥ 0
(5.43)
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Voor zo’n perturbatie vinden we als correctie coëfficiënten

c(0)n (t) = δni

c(1)n (t) = − i

ℏ
Vni

∫ t

0

dt1e
iωnit

= − Vni

E
(0)
n − E

(0)
i

(
eiωnit − 1

)
=

Vni

E
(0)
n − E

(0)
i

(
1− eiωnit

)
(5.44)

Uit de goniometrie weten we dat∣∣1− eiθ
∣∣2 =

(
1− eiθ

) (
1− e−iθ

)
= 1 + 1− eiθ − e−iθ

= 2− 2 cos θ = 2− 2
(
1− 2 sin2(θ/2)

)
= 4 sin2(θ/2)

(5.45)

Bijgevolg kunnen we ook schrijven dat∣∣∣c(1)n (t)
∣∣∣2 =

4|Vni|2∣∣∣E(0)
n − E

(0)
i

∣∣∣2 sin2

(
E

(0)
n − E

(0)
i

2ℏ
t

)
(5.46)

Vaak zijn we echter meer gëınteresseerd in de transitie naar een groep finale toestanden in het interval[
E

(0)
n − η,E

(0)
n + η

]
gecentreerd rond E

(0)
n . Zij nu ρ(E) de dichtheid der toestanden zodat ρ(E)dE het

totaal aantal toestanden is in het interval [E,E + dE].
De transitiewaarschijnlijkheid naar de groep finale toestanden is dan tot op éérste orde∫

dE(0)
n ρ

(
E(0)
n

)
P (i→ n) =

∫
dE(0)

n ρ
(
E(0)
n

) ∣∣∣c(1)n ∣∣∣2
= 4

∫
sin2

(
E

(0)
n − E

(0)
i

2ℏ
t

)
|Vni|2∣∣∣E(0)

n − E
(0)
i

∣∣∣2 ρ
(
E(0)
n

)
dE(0)

n

(5.47)

We weten uit de gegevens dat

lim
α→∞

sin2(αx)

αx2
= πδ(x) (5.48)

Zij nu α = t en x =
E(0)

n −E(0)
i

2ℏ , dan vinden we in de limiet t → ∞ dat de transitiewaarschijnlijkheid
gegeven wordt door

4

∫
πδ

(
E

(0)
n − E

(0)
i

2ℏ

)
t

∣∣∣E(0)
n − E

(0)
i

∣∣∣2
(2ℏ)2

|Vni|2∣∣∣E(0)
n − E

(0)
i

∣∣∣2 ρ
(
E(0)
n

)
dE(0)

n

= 4π

∫
t

2ℏ
|Vni|2δ

(
E(0)
n − E

(0)
i

)
ρ
(
E(0)
n

)
dE(0)

n

=
2π

ℏ
|Vni|2ρ

(
E(0)
n

)
t

∣∣∣∣
E

(0)
n =E

(0)
i

(5.49)

Het feit dat voor grote t de transitiewaarschijnlijkheid evenredig is met t impliceert dat er voor grote
t ook een constante transitiewaarschijnlijkheid is per tijdseenheid, dit noemt men de gouden regel van
Fermi.

ωi→n =
d

dt

(∫
dE(0)

n ρ
(
E(0)
n

) ∣∣∣c(1)n (t)
∣∣∣) t→∞→ 2π

ℏ
|Vni|2ρ

(
E(0)
n

) ∣∣∣∣
E

(0)
n =E

(0)
i

(5.50)

5.4 Variationele methode

34. Bewijs dat de functionaal E(ψ) = ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩ een extremum bereikt voor elke eigenvector

|ψn⟩ in het discrete spectrum van de Hamiltoniaan, en dat de extreme waarde de bijhorende
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eigenwaarde En = E(ψn) is. Bewijs bovendien dat voor elke |ψ⟩ E(ψ) boven de grondtoe-
standsenergie ligt, i.e. E(ψ) ≥ E0.

We voeren het bewijs uit in twee delen.
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Deel 1

δE =
⟨δψ|Ĥ|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

+
⟨ψ|Ĥ|δψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

− ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩2

(⟨δψ|ψ⟩+ ⟨ψ|δψ⟩)

=⇒ δE =
⟨δψ|Ĥ|ψ⟩+ ⟨ψ|Ĥ|δψ⟩

⟨ψ|ψ⟩
− E(ψ)

⟨ψ|ψ⟩
(⟨δψ|ψ⟩+ ⟨ψ|δψ⟩)

=⇒ ⟨ψ|ψ⟩ δE = ⟨δψ|Ĥ − E(ψ)|ψ⟩+ ⟨ψ|Ĥ − E(ψ)|δψ⟩

(5.51)

|δψ⟩ en ⟨δψ| zijn onafhankelijke variaties zodat wegens de hermiticitiet van de Hamiltoniaan geldt dat(
Ĥ − E(ψ)

)
|ψ⟩ = 0

⟨ψ|
(
Ĥ − E(ψ)

)
= 0

(5.52)

Wegens de hermiticiteit van Ĥ is E(ψ) = E∗(ψ) zodat beide vergelijkingen equivalent zijn, en dus bereikt
E(ψ) een extremum voor een vector die voldoet aan

Ĥ |ψ⟩ = E(ψ) |ψ⟩ (5.53)

Mits |ψ⟩ een eigenvector is, geldt dat

Ĥ |ψ⟩ = Ĥ |ψn⟩ = En |ψ⟩ = E(ψ) |ψ⟩
=⇒ En = E(ψ)

(5.54)

Deel 2

Als |ψ⟩ normeerbaar is, dan kan ze ontwikkeld worden in haar discrete eigenbasis.

|ψ⟩ =
∑
k

|ψk⟩ ⟨ψk|ψ⟩ (5.55)

Voor het energieverschil E(ψ)− E0 vinden we nu

E(ψ)− E0 =
⟨ψ|Ĥ − E0|ψ⟩

⟨ψ|ψ⟩
=
∑
k

(Ek − E0)
⟨ψ|ψk⟩ ⟨ψk|ψ⟩

⟨ψ|ψ⟩

=
∑
k

(Ek − E0)
|⟨ψ|ψk⟩|2

⟨ψ|ψ⟩

(5.56)

Mits En ≥ E0, |⟨ψ|ψk⟩|2 ≥ 0 en ⟨ψ|ψ⟩ ≥ 0 (i.e. |ψ⟩ is normeerbaar), moet gelden dat

E(ψ) ≥ E0 (5.57)
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6 Relativistische kwantummechanica: de Dirac vergelijking

6.1 Dirac vergelijking

Nog voor u hier verder leest, is het misschien eerst handig dat u appendix A nog eens goed doorneemt.
We maken immers volop gebruik van tensor notatie, index raising en index lowering.

35. Leidt de Dirac vergelijking af. Eis een Hamiltoniaan die lineair is in de ruimtelijke
afgeleiden, eventueel met matrix coëfficiënten, en eis dat deze voldoet aan de Einstein re-
latie. Aan welke voorwaarden moeten de matrix coëfficiënten voldoen? Toon aan dat de
kleinste dimensie waarin we kunnen werken 4-dimensionaal is, dit geeft de Dirac represen-
tatie.

Stap 1: lineariteit van de evolutievergelijking.

De Schrödinger vergelijking iℏ ∂
∂tψ = Ĥψ is lineair in de tijdsafgeleide. Opdat deze vergelijking rela-

tivistisch invariant zou zijn, moet de vergelijking ook lineair zijn in ruimtelijke afgeleiden. Dit levert
onderstaande vorm.

iℏ
∂

∂t
ψ =

ℏc
i

(
α1

∂

∂x1
+ α2

∂

∂x2
+ α3

∂

∂x3

)
ψ + βmc2ψ ≡ Hψ (6.1)

De golffunctie is hier echter geen Lorentz-scalair, mits de waarschijnlijkheidsdichtheid ψψ∗ de tijdscompo-
nent van een 4-vector is. De coëfficiënten αi en β mogen ook geen scalairen zijn, anders is de vergelijking
niet invariant onder rotatie. Het is dan logisch om te stellen dat ψ een N -dimensionale vector is, en dat
de coëfficiënten αi en β N ×N -matrices zijn.
Stap 2: Einstein relatie.

De Einstein relatie stelt dat
H2 = m2c4 + p2c2 (6.2)

Laat ons nu kwantum correspondentie toepassen, i.e. we vervangen de grootheden door hun operatoren:
p→ −iℏ∇⃗ en H → iℏ ∂

∂t .

−ℏ2
∂2

∂t2
= m2c4 − ℏ2c2∇⃗

2
(6.3)

Om te checken of de Dirac vergelijking hieraan voldoet, laten we de Dirac vergelijking op zichzelf inwerken,
i.e. we itereren.

iℏ
∂

∂t
ψ =

ℏc
i

(
α1

∂

∂x1
+ α2

∂

∂x2
+ α3

∂

∂x3

)
ψ + βmc2ψ

=⇒ −ℏ2
∂2

∂t2
ψ = H2ψ

= −ℏ2c2
(

3∑
i=1

αi
∂ψ

∂xi

)2

+ β2m2c4ψ

+
ℏmc3

i

[(
3∑
i=1

αi
∂

∂xi

)
βψ + β

(
3∑
i=1

αi
∂ψ

∂xi

)]
(6.4)

Merk op dat de coëfficiënten αi en β constant zijn, we mogen ze in het vervolg dus voor de afgeleiden
zetten. Omdat i een dummy index is, kunnen we de eerste term kunnen we herschrijven.(

3∑
i=1

αi
∂ψ

∂xi

)2

=

3∑
i=1

3∑
j=1

αiαj
∂2ψ

∂xi∂xj

=
1

2

[
αiαj

∂2ψ

∂xi∂xj
+ αjαi

∂2ψ

∂xj∂xi

]
=

1

2

3∑
i=1

3∑
j=1

(αiαj + αjαi)
∂2ψ

∂xi∂xj

(6.5)
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Als we dit resultaat invullen in vergelijking 6.4, dan vinden we

−ℏ2
∂2ψ

∂t2
=

−ℏ2c2

2

3∑
i=1

3∑
j=1

(αiαj + αjαi)
∂2

∂xi∂xj

+
ℏmc3

i

3∑
i=1

(αiβ + βαi)
∂

∂xi
+ β2m2c4

]
ψ

(6.6)

Als we nu deze vergelijking nu vergelijken met vergelijking 6.3, dan zien we dat aan de Einstein relatie
voldaan wordt indien5 

{αi, αj} := αiαj + αjαi = 2δij1 ∀i, j ∈ {1, 2, 3}
{αi, β} := αiβ + βαi = 0 ∀i
α2
i = β2 = 1 ∀i

(6.7)

We checken dit, en zien dat als we dit invullen in vergelijking 6.6, dat we inderdaad terug de Einstein
relatie 6.3 bekomen.

−ℏ2
∂2ψ

∂t2
= −ℏ2c2

3∑
i=1

3∑
j=1

δij
∂2ψ

∂xi∂xj
+ β2m2c4ψ

= −ℏ2c2
3∑
i=1

∂2ψ

∂(xi)2
+ β2m2c4ψ

= −ℏ2c2∇⃗
2
ψ + β2m2c4ψ

(6.8)

Stap 3: hermiticiteit van de Hamiltoniaan.

Als we willen dat H hermitisch is, dan moeten de coëfficiënten αi en β dat ook zijn Mits α2
i = β2 = 1

moet ook gelden dat hun eigenwaarden ±1 zijn6. Verder vinden we ook voor i ̸= j.

αiαj + αjαi αiβ + βαi = 0 (6.9)

=⇒ αi = −αjαiαj β = −αiβαi (6.10)

=⇒ Tr{αi} = Tr{−αjαiαj} Tr{β} = Tr{−αiβαi} (6.11)

=⇒ Tr{αi} = −Tr{αi} Tr{β} = −Tr{β} =⇒ Tr{αi} = 0 Tr{β} = 0 (6.12)

We hebben hier gebruik gemaakt van de cyclische eigenschap van het spoor: Tr{AB} = Tr{BA}. Het
feit dat de matrices spoorloos zijn, en het feit dat de eigenwaarden ±1 zijn, impliceert dat de matrices
even-dimensionaal zijn.

De mogelijkheid N = 2 valt al weg omdat er slechts 3 lineair onafhankelijke, spoorloze 2× 2 matrices
zijn waarvan hun kwadraat 1 is, dit zijn de Pauli-matrices

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(6.13)

De coëfficiënten zijn dus minstens 4× 4, deze minimale representatie leidt tot de Dirac representatie.

αi =

(
0 σi
σi 0

)
β =

(
1 0
0 −1

)
(6.14)

36. Leidt een continuiteitsvergelijking af in termen van een positieve waarschijnlijkheids-
dichtheid en een stroom dichtheid.

We vermenigvuldigen de Dirac vergelijking 6.1 links met het hermitisch toegevoegde van de golffunc-
tie ψ+.

iℏψ+ ∂ψ

∂t
=

ℏc
i

3∑
i=1

ψ+αi
∂ψ

∂xi
+mc2ψ+βψ (6.15)

5Ik zal hier al stellen dat 1 de eenheidsmatrix voorstelt, maar niet voor één bepaalde dimensie, deze zal telkens blijken
uit de context.

6Als een matrix diagonaliseerbaar is, dan zijn de eigenwaarden de diagonaal elementen. Het kwadraat van een diago-
naalmatrix is opnieuw diagonaal.
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We nemen het hermitisch toegevoegde van de Dirac vergelijking, en vermenigvuldigen rechts met ψ.

−iℏ
(
∂ψ+

∂t

)
ψ = −ℏc

i

3∑
i=1

∂ψ+

∂xi
αiψ +mc2ψ+βψ (6.16)

Als we nu vergelijking 6.16 van 6.15 aftrekken, dan vinden we

iℏ
∂

∂t

(
ψ+ψ

)
=

ℏc
i

3∑
i=1

∂

∂xi
(
ψ+αiψ

)
⇐⇒ ∂

∂t

(
ψ+ψ

)
+

3∑
i=1

∂

∂xi
(
cψ+αiψ

)
= 0

⇐⇒ ∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · J⃗ = 0

(6.17)

waarbij ρ = ψ+ψ de positieve waarschijnlijkheidsdichteid is mits ψ+ψ =
∑3
σ=0 ψ

∗
σψσ =

∑3
σ=0 |ψσ|

2 ≥ 0,
en waarbij Ji = cψ+αiψ de drie componenten van een waarschijnlijkheidsstroom dichtheid voorstellen.

6.2 Covariante vorm van de Dirac vergelijking

37. Introduceer de gamma-matrices γµ en herschrijf de Dirac vergelijking als (/p −mc)ψ =

(iℏ/∂ −mc)ψ = 0.

We vermenigvuldigen de Dirac vergelijking 6.1 met β
c en brengen alles naar het linker lid.

iℏ
[
1

c
β
∂

∂t
+ βα1

∂

∂x1
+ βα2

∂

∂x2
+ βα3

∂

∂x3

]
ψ −mcψ = 0 (6.18)

Definieer nu γ0 := β en γi := βαi en houd rekening met het feit dat de afgeleide genoteerd wordt als
∂µ = ∂

∂xµ waarbij ∂0 = 1
c
∂
∂t zodat

(iℏγµ∂µ −mc)ψ = 0 (6.19)

Definieer dan de Feynman dagger als
γµaµ = γ0a0 − γ⃗ · a⃗ (6.20)

zodat

(iℏ/∂ −mc)ψ = 0

⇐⇒ (/p−mc)ψ = 0
(6.21)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de definitie van de 4-impuls operator pµ = iℏ∂µ ⇐⇒ pµ = iℏ∂µ.
38. Wat is de voorwaarde waaraan D(Λ) moet voldoen opdat de Dirac vergelijking covari-
ant transformeert onder Lorentz transformaties gegeven dat x′µ = Λµνx

ν , ΛµλΛ
ν
κgµν = gλκ

en ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x) = D(Λ)ψ(Λ−1x′) waarbij gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1).

De relatie tussen een waarnemer O en een waarnemer O′ is een inverse transformatie zodat{
ψ(x) = D(Λ−1)ψ′(x′)

ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x)

=⇒

{
ψ(x) = D(Λ−1)ψ′(x′)

D(Λ)−1ψ′(x′) = ψ(x)

=⇒ D(Λ−1) = D(Λ)−1

(6.22)

Beschouw nu de Dirac vergelijking voor een waarnemer O.(
iℏγµ

∂

∂xµ
−mc

)
ψ(x) = 0 (6.23)

Gebruik makend van ψ(x) = D(Λ)−1ψ′(x′) vinden we(
iℏγµD(Λ)−1 ∂

∂xµ
−mcD(Λ)−1

)
ψ′(x′) = 0 (6.24)
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We herschrijven nu de afgeleide.
∂

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ
∂

∂x′ν
=

∂

∂x′ν
Λνµ (6.25)

We vullen nu dit resultaat in in vergelijking 6.24 en vermenigvuldigen links met D(Λ).(
iℏD(Λ)γµD(Λ)−1Λνµ

∂

∂x′ν
−mc

)
ψ′(x′) = 0 (6.26)

De Dirac vergelijking is dan Lorentz covariant wanneer

D(Λ)γµD(Λ)−1Λνµ = γν

⇐⇒ γµΛνµ = D(Λ)−1γνD(Λ)
(6.27)

We zien hieruit dat γµ transformeert als een 4-vector.

39. Beschouw een infinitesimale Lorentz transformatie Λνµ = δνµ + ∆ωνµ en schrijf D(Λ) =

1 − i
4σµν∆ω

µν . Waaraan moeten de σµν voldoen? Bewijs dat σµν = i
2 [γµ, γν ] een oplossing is

van de vereiste. Schrijf een algemene vorm van D(Λ) op.

Stap 1: eerste voorwaarde op σµν .

We weten dat tot op eerste orde in ∆ω geldt dat

ΛµλΛ
ν
κgµν = gλκ

⇐⇒ (δµλ +∆ωµλ) (δ
ν
κ +∆ωνκ) gµν = gλκ

⇐⇒ δµλδ
ν
κgµν + δµλ∆ω

ν
κgµν + δνκ∆ω

µ
λgµν = gλκ

⇐⇒ gλκ +∆ωνκgλν +∆ωµλgµκ = gλκ

⇐⇒ ∆ωλκ +∆ωκλ = 0

=⇒ ∆ωµν = −∆ωνµ

(6.28)

waarbij we in de laatste implicatie simpel weg de niet-dummy indices λ en κ hebben herlabeld naar µ en
ν.
We zien hier dat ∆ωµν anti-symmetrisch is. Als dat het geval is, dan moet ook σµν anti-symmetrisch
zijn opdat D(Λ) hetzelfde zou blijven.
Stap 2: tweede voorwaarde op σµν .

We vullen nu D(Λ) in vergelijking 6.27 in. Tot op eerste orde geldt nu

γµΛνµ =

(
1 +

i

4
σαβ∆ω

αβ

)
γν
(
1− i

4
σλκ∆ω

λκ

)
⇐⇒ γµδνµ + γµ∆ωνµ = γν +

i

4

[
σαβ∆ω

αβγν − γνσαβ∆ω
αβ
]

⇐⇒ γµ∆ωνµ =
i

4
∆ωαβ

[
σαβγ

ν − γνσαβ
]

(6.29)

In de eerste overgang hebben we de dummy indices λ en κ vervangen door α en β, dit mag omdat we enkel
op eerste orde werken en er geen menging van indices kan voorkomen. In de tweede overgang hebben we
∆ωαβ buiten gebracht omdat we uit de vorm van de Lorentz transformatie dat dit een scalair moet zijn.

Omdat ∆ωµν anti-symmetrisch is, vinden we bovendien dat

∆ωνµγ
µ = ∆ωνβgβµγ

µ = ∆ωαβδναgβµγ
µ = ∆ωαβδναγβ

=
1

2

(
∆ωαβδναγβ +∆ωβαδνβγα

)
=

1

2
∆ωαβ

(
δναγβ − δνβγα

) (6.30)

Uit vergelijkingen 6.29 en 6.30 zien we dat

i

4
∆ωαβ

[
σαβγ

ν − γνσαβ
]
=

1

2
∆ωαβ

(
δναγβ − δνβγα

)
⇐⇒ − i

2

[
γν , σαβ

]
=
(
δναγβ − δνβγα

)
⇐⇒

[
γν , σαβ

]
= 2i

(
δναγβ − δνβγα

) (6.31)
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dit is een tweede voorwaarde waaraan σαβ moet voldoen.

Stap 3: σµν = i
2 [γµ, γν ] voldoet aan de voorwaarden.

Met deze uitdrukking is triviaal aan de eerste voorwaarde voldaan wegens het feit dat de commutator anti-
symmetrisch is. Om de tweede voorwaarde expliciet te checken maken we gebruik van de anti-commutatie
relatie {γα, γβ} = 2gαβ1 =⇒ γβγα = 2gαβ1 − γαγβ zodat[

γν ,
i

2
[γα, γβ ]

]
=
i

2
[γν (γαγβ − γβγα)− (γαγβ − γβγα) γ

ν ]

=
i

2

[
γν
(
2γαγβ − 2gαβ1

)
−
(
2γαγβ − 2gαβ1

)
γν
]

= i (γνγαγβ − γαγβγ
ν)

(6.32)

Mits gµαg
αν = δ ν

µ vinden we ook dat

γλγα = 2gλα1 − γαγλ

⇐⇒ γβgβλγα = 2gλα1 − γαγ
κgκλ

⇐⇒ γβgβλg
λνγα = 2gλαg

λν1 − γαγ
κgκλg

λν

⇐⇒ γβδ ν
β γα = 2δνα1 − γαγ

κδ ν
κ

⇐⇒ γνγα = 2δνα1 − γαγ
ν

=⇒ γβγ
ν = 2δνβ1 − γνγβ

(6.33)

Als we de laatste 2 uitdrukkingen van vergelijking 6.33 invullen in vergelijking 6.32, dan vinden we dat
de tweede voorwaarde inderdaad voldaan wordt.[

γν , σαβ
]
= i
[
(2δνα − γαγ

ν) γβ − γα
(
2δνβ − γνγβ

)]
= 2i

(
δναγβ − δνβγα

)
(6.34)

Stap 4: D(Λ).

De infinitesimale Lorentz transformatie wordt nu gegeven door

D(Λ) = 1− i

4
σµν∆ω

µν

= 1 +
1

8
[γµ, γν ]∆ω

µν
(6.35)

Voor een eindige Lorentz transformatie vinden we dan

D(Λ) = lim
N→∞

(
1 +

1

8
[γµ, γν ]

ωµν

N

)N
= exp

(
1

8
[γµ, γν ]ω

µν

) (6.36)

waarbij we de onderstaande definitie van de exponentiële functie hebben gebruikt.

exp(x) := lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
(6.37)

6.3 Toegoegde spinoren

40/41. Wat is de definitie van de toegevoegde spinor ψ̄? Hoe transformeert de toegevoegde
spinor onder Lorentz transformatie gegeven dat ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x) en D(Λ) = exp

(
1
8 [γµ, γν ]ω

µν
)

Nog voor ik hier ook maar iets uitwerk, zal ik al onmiddellijk stellen dat er hier vaak γµ en γµ in
elkaar worden gewisseld. Dat mag mits de gamma-matrices goed gedefinieerd zijn in termen van de
Pauli-matrices. De index heeft volgens mij niet hetzelfde belang als een typische vrije index die covariant
of contravariant is.

De toegevoegde spinor is gedefinieerd als

ψ̄(x) = ψ+(x)γ0 (6.38)
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We bekijken nu hoe deze transformeert, gebruik makend van (γ0)2 = β2 = 1.

ψ̄ → ψ̄′ = ψ′+γ0 = (Dψ)+γ0

= ψ+γ0γ0D+γ0 = ψ̄γ0D+γ0
(6.39)

We hebben nu dus een uitdrukking nodig voor D+. Uit de gegeven uitdrukking voor D halen we

exp

(
1

8
[γµ, γν ]

+
ωµν

)
(6.40)

Nu werken we de commutator uit.

[γµ, γν ]
+
=
(
γ+ν γ

+
µ − γ+µ γ

+
ν

)
= −

[
γ+µ , γ

+
ν

]
(6.41)

Om de commutator nog verder uit te werken, hebben we dus een uitdrukking voor γ+µ nodig. Uit de
definitie halen we

(γ0)+ = β+ (γi)+ = (βαi)
+ (6.42)

= β = α+
i β

+ (6.43)

= αiβ (6.44)

= −βαi (6.45)

= −γi (6.46)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de anti-commutatie relatie {αi, β} = 0. Verder geldt ook voor
µ ̸= ν dat {γµ, γν} = 0, en wegens (γ0)2 = 1 =⇒ en het vorige volgt dat

{γµ, γν} = 0

=⇒ γ0γi = −γiγ0

=⇒ − γi = γ0γiγ0

=⇒ (γi)+ = γ0γiγ0

(6.47)

Uiteraard geldt ook dat (γ0)+ = γ0γ0γ0 zodat we vinden dat

(γµ)+ = γ0γµγ0

=⇒
[
γ+µ , γ

+
ν

]
= [γ0γµγ0, γ0γνγ0] = γ0[γµ, γν ]γ0

=⇒ [γµ, γν ]
+
= −γ0[γµ, γν ]γ0

(6.48)

Als we dit resultaat nu invullen in vergelijking 6.40, dan vinden we

D+ = exp

(
−1

8
γ0[γµ, γν ]γ0ω

µν

)
(6.49)

Als we deze uitdrukking zouden Taylor-expanderen, dan zouden we zien dat we γ0 kunnen buiten brengen,
dan hebben we

D+ = γ0 exp

(
−1

8
[γµ, γν ]ω

µν

)
γ0 = γ0D−1γ0 (6.50)

Vullen we dit resultaat in vergelijking 6.39 stoppen, dan vinden we finaal

ψ̄′ = ψ̄γ0γ0D−1γ0γ0 = ψ̄D−1 (6.51)

42. Bewijs dat de behouden waarschijnlijkheidsstroom Jµ = cψ̄γµψ Lorentz covariant trans-
formeert.

We gebruiken simpelweg vergelijkingen 6.27 en 6.51.

J ′µ = cψ̄′γµψ′ = cψ̄D−1γµDψ = cΛµνψ̄γ
νψ

= ΛµνJ
ν (6.52)
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43. Hoe transformeert een Dirac spinor onder pariteitstransformatie (en waarom is dit de
juiste transformatie)? Definieer γ5 = iγ0γ1γ2γ3 en bewijs dat ψ̄γ5ψ als een pseudo-scalair
transformeert onder de pariteitstransformatie, i.e. het krijgt een minteken.

Deel 1: De pariteitstransformatie.

De pariteitstransformatie wordt gegeven door x⃗′ = −x⃗ en t′ = t wat een oneigenlijke Lorentz transforma-
tie is met (Λµν)I = diag(1,−1,−1,−1). Zij nu D(ΛI) = P de representatie van de pariteitstransformatie
P , deze moet voldoen aan

P−1γνP = (Λνµ)Iγ
µ

=⇒ P−1γ0P = γ0 ∧ P−1γiP = −γi

=⇒ P−1γµP = (γµ)+
(6.53)

Door dit te vergelijken met 6.48 zien we in dat

P = eiφγ0 (6.54)

met φ een fase. Onder rotatie van 360° verandert de spinor van teken, er is dus een rotatie van 720°
vereist om de spinor op zichzelf af te beelden. Er zijn dus 4 keuzes voor de fase factor eiφ, namelijk ±1
en ±i. Onder de pariteitstransformatie hebben we dus

ψ(x) → ψ′(x′) = eiφγ0ψ(−x⃗, t) (6.55)

De spinor ψ transformeert op 2 manieren: als ruimte-inversie (orbitale pariteit) en als transformatie van
spin componenten door eiφγ0, de intrinsieke pariteit.

Deel 2: ψ̄γ5ψ is een pseudo-scalair.

Laat ons beginnen met de transformatie uit te voeren

ψ̄γ5ψ → ψ̄′γ5ψ
′ = ψ̄D−1iγ0γ1γ2γ3Dψ (6.56)

Nu weten we uit vergelijking 6.27 dat γµ = ΛµνDγ
νD−1 zodat

ψ̄′γ5ψ
′ = ψ̄D−1iΛ0

αDγ
αD−1Λ1

βDγ
βD−1Λ2

εDγ
εD−1Λ3

δDγ
δD−1Dψ

= ψ̄i
(
Λ0

αΛ
1
βΛ

2
εΛ

3
δ γ

αγβγεγδ
)
ψ

(6.57)

We weten al dat
ΛµλΛ

ν
κg
λκ = gµν (6.58)

Als λ = κ, dan is in elk geval gλκ ̸= 0, als nu bovendien µ ̸= ν, dan is gµν = 0, zodat het niet anders kan
dan dat ook ΛµλΛ

ν
κ = 0. De enige niet-nul termen in vergelijking 6.57 zijn dus deze waarbij de indices

α, β, ε, δ allemaal verschillend zijn. We kunnen dan sommeren over permutaties in plaats van over de
indices zelf in vergelijking 6.57.

ψ̄′γ5ψ = ψ̄i

(∑
σ∈S4

Λ0
σ(0)Λ

1
σ(1)Λ

2
σ(2)Λ

3
σ(3)γ

σ(0)γσ(1)γσ(2)γσ(3)

)
ψ

= ψ̄i

(∑
σ∈S4

sgn(σ)Λ0
σ(0)Λ

1
σ(1)Λ

2
σ(2)Λ

3
σ(3)γ

0γ1γ2γ3

)
ψ

(6.59)

We hebben hier de matrices γµ al geordend om de definitie van γ5 terug te verkrijgen. Dankzij het teken
van de permutatie dat hierdoor verschijnt zien we nu de definitie van een determinant opduiken. We
hebben dus finaal

ψ̄′γ5ψ = det (Λ) ψ̄γ5ψ (6.60)

Voor een pariteitstransformatie is Λ = P = diag(1,−1,−1,−1) zodat det (Λ) = −1 of dus

ψ̄′γ5ψ = −ψ̄γ5ψ (6.61)

We hebben inderdaad een pseudo-scalair.
Ik weet niet of mijn redenering onder vergelijking 6.57 geheel kosher is. Ik moest de sommatie limi-

teren tot permutaties om aan de determinant te komen. Het argument dat ik gebruikte leek me de enige
mogelijkheid om deze overgang te verantwoorden.
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6.4 Vrij deeltje

44. Construeer de 4 oplossingen van de Dirac vergelijking voor een vrij deeltje in rust.

Voor positief- en negatief-energetische golffuncties stellen we respectievelijk de volgende ansatzen voor.

ψ(+)(α)(x) = e−
i
ℏp·xu(α)(p) ∧ ψ(−)(α)(x) = e+

i
ℏp·xv(α)(p) (6.62)

waarbij α de spin toestand aanduidt en p · x = pµxµ = pµx
µ. Beschouw nu onderstaande afgeleide

∂µe
± i

ℏp·x = ± i

ℏ
e±

i
ℏp·x∂µ(pνx

ν) = ± i

ℏ
pµe

± i
ℏp·x (6.63)

Beschouw nu de Dirac vergelijking (/p−mc)ψ(x) = 0. We vullen de ansatzen in.

(/p−mc)ψ(+)(α)(x) = 0 ⇐⇒ (+/p−mc)e−
i
ℏp·xu(α)(p) = 0 ⇐⇒ (/p−mc)u(α)(p) = 0

(/p−mc)ψ(−)(α)(x) = 0 ⇐⇒ (−/p−mc)e+
i
ℏp·xv(α)(p) = 0 ⇐⇒ (/p+mc)v(α)(p) = 0

(6.64)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de definitie van de Feynman dagger: /p = iℏ/∂ = iℏγµ∂µ.
In het ruststelsel is pµ = (mc, 0⃗) zodat /p = γ0p0 = mcγ0. Invullen in vergelijking 6.64 levert

mc(γ0 − 1)u(α)(mc, 0⃗) = 0 ⇐⇒ γ0u(α)(mc, 0⃗) = u(α)(mc, 0⃗)

mc(γ0 + 1)v(α)(mc, 0⃗) = 0 ⇐⇒ γ0v(α)(mc, 0⃗) = −v(α)(mc, 0⃗)
(6.65)

γ0 heeft nu 4 eigenvectoren met eigenwaarden ±1 zodat 4 lineair onafhankelijke oplossingen triviaal
gegeven worden door

u(1)(mc, 0⃗) =


1
0
0
0

 , u(2)(mc, 0⃗) =


0
1
0
0

 , v(1)(mc, 0⃗) =


0
0
1
0

 , v(2)(mc, 0⃗) =


0
0
0
1

 (6.66)

45. Bewijs dat (/p−mc)(/p+mc) = 0 en construeer oplossingen van de Dirac vergelijking voor

vrije deeltjes met p⃗ ̸= 0⃗. Je krijgt een bonus punt als je de normering in orde krijgt.

Voor we verder gaan, merk op dat /p een matrix is, er staat dan ook impliciet een eenheidsmatrix 1
in de mc term.

(/p−mc)(/p+mc) = /p
2 −m2c2 = pµpνγ

µγν −m2c2 =
1

2
pµpν{γµ, γν} −m2c2

= pµpνg
µν −m2c2 = pνpν −m2c2

(6.67)

Nu geldt er ook dat

E2 = p⃗2c2 +m2c4 ∧ E = p0c

=⇒ p20c
2 = p⃗2c2 +m2c4

=⇒ p20 − p⃗2 = m2c2

=⇒ pµpµ = m2c2

=⇒ (/p−mc)(/p+mc) = 0

(6.68)

We stellen als oplossingen van de Dirac vergelijking de volgende ansatzen voor:

u(α)(p) =
/p+mc√

2m(E +mc2)
u(α)(mc, 0⃗) ∧ v(α)(p) =

−/p+mc√
2m(E +mc2)

v(α)(mc, 0⃗) (6.69)

met toegevoegde spinoren

ū(α)(p) = ū(α)(mc, 0⃗)
/p+mc√

2m(E +mc2)
∧ v̄(α)(p) = v̄(α)(mc, 0⃗)

−/p+mc√
2m(E +mc2)

(6.70)
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We kunnen bewijzen dat deze orthogonaal zijn. We berekenen per voorbeeld ū(α)(p)u(β)(p). Als tussen-
stap berekenen we eerst /p = γµpµ.

γ0p0 =

(
1 0
0 −1

)
p0 =

(
p0 0
0 −p0

)
(6.71)

γipi = γ0αipi =

(
1 0
0 −1

)(
0 σi
σi 0

)
pi =

(
0 σi

−σi 0

)
pi

=

(
0 piσi

−piσi 0

)
=

(
0 p⃗ · σ⃗

−p⃗ · σ⃗ 0

) (6.72)

Combinatie van vergelijkingen 6.71 en 6.72 levert

/p =

(
p0 0
0 −p0

)
−
(

0 p⃗ · σ⃗
−p⃗ · σ⃗ 0

)
=

(
p0 −p⃗ · σ⃗

p⃗ · σ⃗ −p0

)
(6.73)

Nu volgt hieruit dat

(/p+mc)2 = /p
2 + 2mc/p+m2c2 = 2m2c2 + 2mc/p

= 2m(mc2 + c/p) = 2m

(
mc2 + cp0 −cp⃗ · σ⃗
cp⃗ · σ⃗ mc2 − cp0

)
(6.74)

We kunnen dit gebruiken om

ū(α)(p)u(β) =
1

2m(E +mc2)
ū(α)(mc, 0⃗)(/p+mc)2u(β)(mc, 0⃗) (6.75)

te berekenen. Zij nu

u(α)(mc, 0⃗) =

(
χ(α)

0

)
∧ χ(1) =

(
1
0

)
∧ χ(2) =

(
0
1

)
=⇒ ū(α)(mc, 0⃗) =

(
χ(α)+ 0

)(1 0
0 −1

)
=
(
χ(α)+ 0

)
χ(1)+ =

(
1 0

)
∧ χ(2)+ =

(
0 1

)
(6.76)

en analoog voor u(β). Dan vinden we

ū(α)(p)u(β)(p) =
2m

2m(E +mc2)

(
χ(α)+ 0

)(mc2 + cp0 −cp⃗ · σ⃗
cp⃗ · σ⃗ mc2 − cp0

)(
χ(β)

0

)
=

1

E +mc2
(
(mc2 + cp0)χ

(α)+ −cp⃗ · σ⃗χ(α)+
)(χ(β)

0

)
=
mc2 + cp0
E +mc2

χ(α)+χ(β)

=
mc2 + cEc
E +mc2

δαβ

= δαβ

(6.77)

De andere orthogonaliteitsrelaties zijn compleet analoog.
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7 Tweede kwantisatie

46. Vertrek van de actie van de fermion-creatie-operator a+α op een ge-antisymmetriseerde
producttoestand: a+α |α1α2 · · ·αN ⟩ = |αα1α2 · · ·αN ⟩. Leidt hieruit de actie af van de annihilatie-
operator aα op een algemene |α1α2 · · ·αN ⟩.

We weten dat de producttoestanden voldoen aan de resolutie van de identiteit.

aα |α1α2 · · ·αN ⟩ =
∞∑
M=0

O∑
{α′}

|α′
1α

′
2 · · ·α′

M ⟩ ⟨α′
1α

′
2 · · ·α′

M |aα|α1α2 · · ·αN ⟩

=

∞∑
M=0

O∑
{α′}

|α′
1α

′
2 · · ·α′

M ⟩ ⟨α1α2 · · ·αN |a+α |α′
1α

′
2 · · ·α′

M ⟩∗

=

∞∑
M=0

O∑
{α′}

|α′
1α

′
2 · · ·α′

M ⟩ ⟨α1α2 · · ·αN |αα′
1α

′
2 · · ·α′

M ⟩∗

(7.1)

hierbij stelt
∑O

{α′} een som voor over de geordende verzameling van één-deeltjes niveaus.
Toestanden met een verschillend aantal deeltjes zijn orthogonaal zodat enkel de term met M + 1 =

N ⇐⇒ M = N − 1 overblijft. Bovendien is de normalisatie van de producttoestanden reëel zodat
het complex toegevoegde teken ∗ kunnen weglaten. Ook willen we de toestand

∣∣αα′
1α

′
2 · · ·α′

N−1

〉
terug

ordenen. Stel dat α vlak voor α′
i hoort te staan, dan vereist herordening i − 1 transposities zodat er

een voorfactor (−1)i−1 verschijnt. We bevestigen dat het teken inderdaad niet wijzigt bij i = 1. Finaal
hebben we dat

aα |α1α2 · · ·αN ⟩ =
O∑

{α′}

(−1)i−1δα1α′
1
δα2α′

2
· · · δαiαδαi+1α′

i
· · · δαNα′

N−1
|α′

1α
′
2 · · ·αN−1⟩

= (−1)i−1δαiα |α1α2 · · ·αi−1αi+1 · · ·αN ⟩

=

{
0 αi ̸= α

(−1)i−1 |α1α2 · · ·αi−1αi+1 · · ·αN ⟩ αi = α

(7.2)

47. Bewijs de anti-commutatierelatie
{
aα, a

+
β

}
= δαβ.

We beschouwen 2 gevallen.
Geval 1: α is geen toestand van |α1α2 · · ·αN ⟩.

aαa
+
β |αα2 · · ·αN ⟩ = aα |βα1α2 · · ·αN ⟩ = δαβ |α1α2 · · ·αN ⟩

a+β aα |α1α2 · · ·αN ⟩ = a+β 0 = 0

=⇒
{
aα, a

+
β

}
= δαβ

(7.3)

Geval 2: α is een toestand van |α1α2 · · ·αN ⟩ en zonder verlies van algemeenheid stellen we α1 = α.

aαa
+
β |αα2 · · ·αN ⟩ =

{
0 β = α

aα |βαα2 · · ·αN ⟩ = − |βα2 · · ·αN ⟩

a+β aα |αα2 · · ·αN ⟩ = a+β |α2 · · ·αN ⟩ = |βα2 · · ·αN ⟩

=⇒
{
aα, a

+
β

}
= δαβ

(7.4)

Houdt bij de laatste implicatie rekening met het feit dat |βα2 · · ·αN ⟩ = |αα2 · · ·αN ⟩ als α = β.
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48. Toon aan dat de algemene vorm van de één-deeltjesoperator in tweede kwantisatie
gegeven wordt door F̂ =

∑
αβ ⟨α|F |β⟩ a†αaβ.

Deel 1: de één-deeltjes operator F .

Beschouw de één-deeltjesoperator F die inwerkt op de 1-deeltjes ruimte.

F =
∑
α

∑
β

|α⟩ ⟨α|F |β⟩ ⟨β| (7.5)

waar we 2 keer de compleetheidsrelatie hebben gebruikt. We zien al snel in dat F symmetrisch is, mits
wegens de mogelijkheid om dummy indices te wisselen

F † =
∑
α

∑
β

|β⟩ ⟨β|F |α⟩ ⟨α| = F (7.6)

In een N -deeltjes ruimte vinden we

FN =

N∑
i=1

F (i) (7.7)

waarbij elke F (i) inwerkt op deeltje i en

F (i) |α1α2 · · ·αN ) = |α1⟩ |α2⟩ · · ·

∑
α

∑
βi

|βi⟩ ⟨βi|F |α⟩ ⟨α|αi⟩

 |αi+1⟩ · · · |αN ⟩

=
∑
βi

|α1⟩ |α2⟩ · · · |βi⟩ ⟨βi|F |αi⟩ |αi+1⟩ · · · |αN ⟩

=
∑
βi

= ⟨βi|F |αi⟩ |α1α2 · · ·αi−1βiαi+1 · · ·αN )

(7.8)

Hieruit concluderen we dan dat FN als volgt inwerkt:

FN |α1α2 · · ·αN ) =

N∑
i=1

∑
βi

= ⟨βi|F |αi⟩ |α1α2 · · ·αi−1βiαi+1 · · ·αN ) (7.9)

Mits F symmetrisch is, is FN dat ook. FN commuteert dus met de (anti)symmetriseerder en dus is

FN |α1α2 · · ·αN ⟩ =
N∑
i=1

∑
βi

= ⟨βi|F |αi⟩ |α1α2 · · ·αi−1βiαi+1 · · ·αN ⟩ (7.10)

Deel 2: De Fock operator.

Beschouw nu de Fock operator

F̂ =
∑
αβ

⟨α|F |β⟩ a†αaβ (7.11)

Beschouw dan voor fermionen de volgende commutator:[
F̂ , a†αi

]
=
∑
αβ

⟨α|F |β⟩
[
a†αaβ , a

†
αi

]
=
∑
αβ

⟨α|F |β⟩
(
a†αaβa

†
αi

− a†αi
a†αaβ

) (7.12)

Als we nu gebruik maken van het feit dat creatie-operatoren anti-commuteren en het feit dat
{
aα, a

†
β

}
=
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δαβ , dan vinden we [
F̂ , a†αi

]
=
∑
αβ

⟨α|F |β⟩
(
a†αaβa

†
αi

+ a†αa
†
αi
aβ
)

=
∑
αβ

⟨α|F |β⟩ a†α
{
aβ , a

†
αi

}
=
∑
αβ

⟨α|F |β⟩ a†αδβαi
=
∑
α

⟨α|F |αi⟩ a†α

=
∑
βi

⟨βi|F |αi⟩ a†βi

(7.13)

We laten nu de Fock operator inwerken op toestand |α1α2 · · ·αN ⟩ en zullen bewijzen dat dit hetzelfde
resultaat levert als vergelijking 7.10, of dus dat F̂ de algemene uitdrukking is van de één-deeltjes operator.

F̂ |α1α2 · · ·αN ⟩ = F̂ a†α1
a†α2

· · · a†αN
|0⟩

=
[
F̂ , a†α1

]
a†α2

· · · a†αN
|0⟩+ a†α1

F̂ a†α2
· · · a†αN

|0⟩

=

N∑
i=1

a†α1
a†α2

· · · a†αi−1

[
F̂ , a†αi

]
a†αi+1

· · · a†αN
|0⟩

=

N∑
i=1

∑
βi

⟨βi|F |αi⟩ a†α1
a†α2

· · · a†αi−1
a†βi

a†αi+1
· · · a†αN

|0⟩

=

N∑
i=1

∑
βi

⟨βi|F |αi⟩
∣∣∣a†α1

a†α2
· · · a†αi−1

a†βi
a†αi+1

· · · a†αN

〉
(7.14)

Een analoog bewijs kan opgesteld worden voor bosonen.

49. Toon aan dat in een specifieke basis van de 1-deeltjes Hilbertruimte de operator F̂
een diagonale vorm aanneemt F̂ =

∑
α Fαa

†
αaα.

We veranderen van een orthogonale basis |α⟩ van de 1-deeltjes Hilbertruimte naar een andere basis
|α′⟩ via een unitaire transformatie

|α′⟩ =
∑
α

Uαα′ |α⟩ (7.15)

Mits |α⟩ = a†α |0⟩ en |α′⟩ = a†α′ |0⟩ zien we dat de creatie-operatoren ook diezelfde transformatie volgen:

a†α′ =
∑
α

Uαα′a†α (7.16)

Om de inverse transformatie te vinden vermenigvuldigen we beide leden met U∗
βα′ en sommeren we over

α′.

′∑
α

U∗
βα′a

†
α′ =

∑
α′

U∗
βα′

∑
α

Uαα′a†α =
∑
α′

U∗
βα′

∑
α

(U∗
α′α)

†
a†α

=
∑
α

δ∗βαa
†
α =

∑
α

δαβa
†
α

= a†β
α→α′,β→α

=⇒ a†α =
∑
α′

U∗
αα′a

†
α′

(7.17)

Merk op dat dat gebruik hebben gemaakt van het feit dat de kronecker delta reëel en symmetrisch is.
De annihilatie operator wordt dus ook gegeven door

aβ =
∑
β′

Uββ′aβ′ (7.18)
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Algemeen is nu

F̂ =
∑
αβ

Fαβa
†
αaβ

=
∑

αα′ββ′

FαβU∗
αα′a

†
α′Uββ′aβ′

=
∑

αα′ββ′

U†
α′αFαβUββ′ a†α′aβ′

=
∑
α′β′

(
[U†][F ][U ]

)
α′β′ a

†
α′aβ′

(7.19)

Men kan nu altijd een unitaire matrix vinden die de matrix [F ] diagonaliseert, namelijk(
[U†][F ][U ]

)
α′β′ aα′ = Fα′δα′β′ (7.20)
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Appendices

A Tensor index notatie

A.1 De conventie

Een tensor is een multi-lineaire afbeelding die verschillende algebräısche objecten afbeelden op elkaar,
e.g.: 2 vectoren op een scalair, 2 vectoren op een vector, of zelfs tensoren op andere tensoren.
We kunnen een tensor van om het even welke rang voorstellen binnen een basis aan de hand van de
componenten van de tensor binnnen de basis. Beschouw bijvoorbeeld een tensor T ij van rang 2 in de
Euclidische ruimte.

T ij =

(
0 −1
1 0

)
(A.1)

Deze tensor stelt simpelweg een rotatie van 90° voor.
Merk op dat dat de notatie T ij kan verwijzen naar zowel de gehele tensor, als ook naar een specifiek

element. Wanneer dit laatste het geval is, vervangen we de algemeen indices vaak door cijfers. Zo is
bijvoorbeeld T 1

2 = −1 terwijl T 2
2 = 0.

Ik weet dat dit een verwarrende conventie is, maar dit is nu eenmaal de conventie die de cursus gebruikt,
het is ook geen ongebruikelijke conventie.

Verder is het ook zo dat we de Einstein sommatie conventie gebruiken (tenzij expliciet anders vermeld):
wanneer een index binnen één term 2 keer voorkomt, dan wordt er gesommeerd over de range van de
index. Zij T ij en Sij twee rang 2 tensoren, dan noteren we dus

(TS)ij =

3∑
k=1

T ik S
k
j = T ik S

k
j (A.2)

A.2 De kronecker-delta en het levi-civita symbool

De kronecker-delta δij is een tensor die vaak gebruikt wordt om de eenheidsmatrix voor te stellen. De
definitie van de kronecker-delta is als volgt

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j
(A.3)

Een uitbreiding hierop is het levi-civita symbool εijk gedefinieerd als

εijk =


1 (ijk) is een even permutatie

−1 (ijk) is een oneven permutatie

0 (ijk) is geen permutatie

(A.4)

De definitie impliceert dat we de indices cyclisch mogen permuteren zonder iets te veranderen, maar er
een minteken verschijnt wanneer we 2 indices wisselen. Zij bijvoorbeeld (ijk) een even permutatie, dan
is

εijk = εjki = εkij = +1

εjik = εikj = εkji = −1
(A.5)

Verder heeft het levi-civita symbool ook de interessante eigenschap dat

εijkεmnk = δimδ
j
n − δinδ

j
m (A.6)

We zullen dit nu beargumenteren. Het linker lid stelt duidelijk een som voor, voor vaste i, j,m en n zal
er echter maar één term overblijven (laat ons k′ nemen), namelijk deze waarbij (ijk′) en (mnk′) beide
een permutatie voorstellen. Als dan (ijk′) een even permutatie is, dan is

εijkεmnk = εmnk′ =

{
+1 (mnk′) is een even permutatie

−1 (mnk′) is een onveven permutatie
(A.7)
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Maar als (ijk′) en (mnk′) beide even permutaties zijn, dan kan het niet anders dan dat i = m en j = n.
De bijdrage van dit geval aan het linker lid is dus

δimδ
j
n (A.8)

Als (ijk′) even is, terwijl (mnk′) oneven is, dan kan het niet anders dan dat i = n en j = m, de bijdrage
van dit geval is dus

−δinδjm (A.9)

Mits we eisen dat (mnk′) een permutatie is, kan het niet zo zijn dat i = m = n, en dus is minstens één
van de 2 bovenstaande vergelijkingen A.8 en A.9 nul. We schrijven dus het linker lid als

εijkεmnk = δimδ
j
n − δinδ

j
m (A.10)

A.3 Het inwendige- en uitwendige product

Dankzij tensor index notatie kunnen we nu het inproduct en het uitwendige product vrij makkelijk
voorstellen. Zij u⃗, v⃗ en w⃗ := u⃗× v⃗ drie vectoren, dan is

u⃗ · v⃗ = uivi (A.11)

wi = (u⃗× v⃗)i = εijku
jvk (A.12)

A.4 Metrische tensoren: index raising en lowering

De metrische tensor ηij (van rang 2) en haar inverse ηij van een variëteit (zoals een oppervlak) stellen ons

in staat om covariante indices (subscript) contra-variant (superscript) te maken en vice versa7. Omdat
ηij en ηij elkaars inversen zijn, moet gelden dat

ηikηkj = δij

ηikη
kj = δ ji

(A.13)

Merk op dat de kronecker-delta symmetrisch is.

Zij T ij een rang 2 tensor. Dan kunnen we indices raisen en loweren als

T ij = T ik η
kj

Tij = ηikT
k
j

T j
i = ηikT

k
l η
lj

(A.14)

De manier waarop T ij , T
ij , Tij en T j

i onderling verschillen hangt af van de metriek die beschouwt
wordt. Binnen de context van dit vak zijn er slechts 2 belangrijke metrieken: de Euclidische metriek (hier
in 3 dimensies)

eij =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = δij (A.15)

en de Minkowski metriek

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (A.16)

De Minkowski metriek werkt in 4 dimensies, ruimte en tijd, de indices lopen dan ook van 0 tot 3, waarbij
0 de tijdscomponent voorstelt.

7De toepassingen van metrische tensoren, en de betekenis van covariante- en contravariante indices zijn veel uitgebreider
dan hier vermeld
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Laat ons nu eens kijken naar vergelijking A.14 in het geval van deze 2 metrische tensoren.

T ij = T ik e
kj = T ik δ

kj = T ij

Tij = eikT
k
j = δikT

k
j = T ij

T j
i = eikT

k
l elj = δikT

k
l δlj = T ij

(A.17)

Binnen de Euclidische ruimte is er dus niet echt een onderscheid tussen covariante- en contravariante
indices. We noteren dan ook doorheen de rest van dit document vaak elke tensor in de Euclidische ruimte
met covariante indices.

Binnen de Minkowski metriek moeten we echter een onderscheidt maken tussen tijd-en ruimte indices.

Tµν = Tµα g
αν = Tµ0 g

0ν + Tµk g
kν

= Tµ0 δ
0ν − Tµk δ

kν

Tµν = gµαT
α
ν = gµ0T

0
ν + gµkT

k
ν

= δµ0T
0
ν − δµkT

k
ν

T ν
µ = gµαT

α
β g

βν =
(
gµ0T

0
β + gµkT

k
β

)
gβν

= gµ0T
0
0 g

0ν + gµ0T
0
k g

kν + gµkT
k
0 g

0ν + gµkT
k
l g
lν

= δµ0T
0
0 δ

0ν − δµ0T
0
k δ

kν − δµkT
k
0 δ

0ν + δµkT
k
l δ
lν

(A.18)

Deze uitdrukkingen zijn duidelijk wat ingewikkelder. Uiteindelijk vinden we dat

Tµν =

{
Tµ0 ν = 0

−Tµk ν = k

Tµν =

{
T 0
ν µ = 0

−T kν µ = k

T ν
µ =


T 0

0 µ = ν = 0

−T 0
k µ = 0 ∧ ν = k

−T k0 µ = k ∧ ν = 0

T kl µ = k ∧ ν = l

(A.19)

We stellen vast dat we onze indices goed in de gaten moeten houden in Hoofdstuk 6.
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B Commutator eigenschappen

De commutator van 2 operatoren Â en B̂ binnen een ring is gedefinieerd als[
Â, B̂

]
:= ÂB̂ − B̂Â (B.1)

Er zijn 5 eigenschappen van de commutator waarin we gëınteresseerd zijn.

1. De commutator is lineair

[
Â+ B̂, Ĉ

]
=
(
Â+ B̂

)
Ĉ − Ĉ

(
Â+ B̂

)
=
(
ÂĈ − ĈÂ

)
+
(
B̂Ĉ − ĈB̂

)
=
[
Â, Ĉ

]
+
[
B̂, Ĉ

] (B.2)

2. Elke operator commuteert met zichzelf

[
Â, Â

]
= ÂÂ− ÂÂ = 0 (B.3)

3. Elke operator commuteert met de triviale operator

[
Â, 1̂

]
= Â1̂− 1̂Â = Â− Â = 0 (B.4)

4. De commutator is antisymmetrisch

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â = −

(
B̂Â− ÂB̂

)
= −

[
B̂, Â

]
(B.5)

5.
[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂

[
ÂB̂, Ĉ

]
= ÂB̂Ĉ − ĈÂB̂

= ÂB̂Ĉ − ÂĈB̂ + ÂĈB̂ − ĈÂB̂

= Â
[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂

(B.6)
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C Gradiënt, divergentie en laplaciaan in sferische coördinaten

C.1 Gradiënt en divergentie

We vermelden meteen al dat we werken met de fysica conventie voor de bolcoördinaten: φ is de azimutale
hoek tussen 0 en 2π, θ is de poolhoek tussen 0 en π gemeten vanaf de positieve z-as. De omzetting tussen
cartesische en sferische coördinaten is als volgt

x = r cosφ sin θ

y = r sinφ sin θ

z = r cos θ

(C.1)

De eenheidsvectoren in sferische coördinaten bekomen we door cartesische coördinaten af te leiden naar
de sferische coördinaten. 

e⃗r = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)

e⃗φ ∝ (−r sinφ sin θ, r cosφ sin θ, 0)

e⃗θ ∝ (r cosφ cos θ, r sinφ cos θ,−r sin θ)

=⇒


e⃗r = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)

e⃗φ = (− sinφ, cosφ, 0)

e⃗θ(cosφ cos θ, sinφ cos θ,− sin θ)

(C.2)

Nu gebruiken we de kettingregel om de afgeleiden naar de sferische coördinaten te herschrijven.

∂

∂r
=
∂x

∂r

∂

∂x
+
∂y

∂r

∂

∂y
+
∂z

∂r

∂

∂z

= cosφ sin θ
∂

∂x
+ sinφ sin θ

∂

∂y
+ cos θ

∂

∂z

= e⃗r · ∇⃗(x, y, z)

∂

∂φ
=
∂x

∂φ

∂

∂x
+
∂y

∂φ

∂

∂y
+
∂z

∂φ

∂

∂z

= −r sinφ sin θ
∂

∂x
+ r cosφ sin θ

∂

∂y
+ 0

∂

∂z

= r sin θe⃗φ · ∇⃗(x, y, z)

∂

∂θ
=
∂x

∂θ

∂

∂x
+
∂y

∂θ

∂

∂y
+
∂z

∂θ

∂

∂z

= r cosφ cos θ
∂

∂x
+ r sinφ cos θ

∂

∂y
− r sin θ

∂

∂z

= re⃗θ · ∇⃗(x, y, z)

(C.3)

Nu kunnen we ook een uitdrukking vinden voor de nabla-operator in sferische coördinaten door de
operator te projecteren op het sferische assenstelsel.

∇⃗(r, φ, θ) = e⃗r(e⃗r · ∇⃗(x, y, z)) + e⃗φ(e⃗φ · ∇⃗(x, y, z)) + e⃗θ(e⃗θ · ∇⃗(x, y, z))

= e⃗r
∂

∂r
+ e⃗φ

(
1

r sin θ

∂

∂φ

)
+ e⃗θ

(
1

r

∂

∂θ

)
(C.4)

C.2 Laplaciaan

Ons vorige resultaat laat ons ook toe om de laplaciaan ∇2 = ∇⃗ · ∇⃗ uit te werken. Door de productregel
van afgeleiden leidt dit tot 2 soorten termen: ‘directe’- en ‘indirecte’ termen. De directe termen ontstaan
bij die termen waarin de afgeleiden niet inwerken op de eenheidsvectoren, de indirecte termen zijn dan
uiteraard de andere termen.
De directe termen leveren dankzij de orthonormaliteit van de basisvectoren triviaal

∂2

∂r2
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
+

1

r2
∂2

∂θ2
(C.5)
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Voor de indirecte termen moeten we kijken naar afgeleiden van de basisvectoren. We zien onmiddellijk
aan vergelijking C.2 dat de afgeleiden naar r 0 zijn, hier zijn dus geen indirecte bijdragen.

We bekijken vervolgens de afgeleiden naar φ.
∂
∂φ e⃗r = (− sinφ sin θ, cosφ sin θ, 0) = sin θe⃗φ
∂
∂φ e⃗φ = (− cosφ,− sinφ, 0) = − sin θe⃗r − cos θe⃗θ
∂
∂φ e⃗θ = (− sinφ cos θ, cosφ cos θ, 0) = cos θe⃗φ

(C.6)

De indirecte termen hieruit volgen dus enkel uit de eerste en de tweede vergelijking, wegens de orthonor-
maliteit van de basisvectoren.

cos θ

r2 sin θ

d

dθ
+

1

r

d

dr
(C.7)

Als laatste kijken we naar de indirecte termen afkomstig van afgeleiden naar θ.
∂
∂θ e⃗r = (cosφ cos θ, sinφ cos θ,− sin θ) = e⃗θ
∂
∂θ e⃗φ = 0
∂
∂θ e⃗θ = (− cosφ sin θ,− sinφ sin θ,− cos θ) = −e⃗r

(C.8)

We zien in dat enkel de eerste vergelijking kan bijdragen.

1

r

∂

∂r
(C.9)

Alles samenvoegen (vergelijkingen C.5, C.7 en C.9) levert

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

cos θ

r2 sin θ

∂

∂θ

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

) (C.10)
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D Uitwerking afgeleiden vraag 15

In deze appendix werken we de afgeleiden uit van de oplossing van de Schrödinger vergelijking 3.33.

REl(ρ) = CElρ
le−ρ/2ωEl(ρ) = CElρ

l−2e−ρ/2
[
ρ2ω

]
(D.1)

We zoeken eerste de afgeleide van CElρ
l−2e−ρ/2.

d

dρ

(
CElρ

l−2e−ρ/2
)
= CEl

[
(l − 2)ρl−3e−ρ/2 − 1

2
ρl−2e−ρ/2

]
= CElρ

l−2e−ρ/2
[
(l − 2)ρ−1 − 1

2

] (D.2)

De afgeleide van REl(ρ) is dan

R′
El(ρ) =

d

dρ

(
CElρ

l−2e−ρ/2
)
ρ2ω + CElρ

l−2e−ρ/2
d

dρ

(
ρ2ω

)
= CElρ

l−2e−ρ/2
[(

(l − 2)ρ−1 − 1

2

)
ρ2ω + 2ρω + ρ2ω′

]
= CElρ

l−2e−ρ/2
[
lρω + ρ2

(
ω′ − 1

2
ω

)] (D.3)

De tweede afgeleide is dan

R′′
El(ρ) =

d

dρ

(
CElρ

l−2e−ρ/2
)(

lρω + ρ2
[
ω′ − 1

2
ω

])
+ CElρ

l−2e−ρ/2
d

dρ
(lρω)

+ CElρ
l−2e−ρ/2

d

dρ

(
ρ2
)(

ω′ − 1

2
ω

)
+ CElρ

l−2e−ρ/2ρ2
d

dρ

(
ω′ − 1

2
ω

)
= CElρ

l−2e−ρ/2
{(

(l − 2)ρ−1 − 1

2

)(
lρω + ρ2

(
ω′ − 1

2
ω

))
+ lω + lρω′

+ 2ρ

(
ω′ − 1

2
ω

)
+ ρ2ω′′ − 1

2
ρ2ω′

}
= CElρ

l−2e−ρ/2
{
l(l − 2)ω + (l − 2)ρω′ − 1

2 (l − 2)ρω − 1
2 lρω

− 1
2ρ

2ω′ + 1
4ρ

2ω + lω + lρω′ + 2ρω′ − ρω + ρ2ω′′ − 1
2ρ

2ω′
}

= CElρ
l−2e−ρ/2

{
l(l − 1)ω + ρ

(
lω′ − 2ω′ − 1

2
lω + ω − 1

2
lω + lω′ + 2ω′ − ω

)
+ ρ2

(
−1

2
ω′ +

1

4
ω + ω′′ − 1

2
ω′
)}

= CElρ
l−2e−ρ/2

{
l(l − 1)ω + ρ (−lω + 2lω′) + ρ2

(
1

4
ω − ω′ + ω′′

)}

(D.4)

57



E Complexe integralen

E.1 De residustelling

Zij U een enkelvoudig samenhangende open deelverzameling van het complexe vlak C die een eindige
verzameling van punten {a1, · · · , an} bevat. Zij nu U0 := U \ {a1, · · · , an} en f holomorf over U0. Zij
verder γ een positief georiënteerde gesloten enkelvoudige kromme8, dan geldt dat∮

γ

f(z)dz = 2πi
∑
k

Res(f, ak) (E.1)

waarbij de som loopt over de singulariteiten ak.

E.2 Lemma van Jordan

Beschouw een continue complexe functie f(z) gedefinieerd op de half-cirkelvormige contour CR :=
{Reiθ|θ ∈ [0, π]} met straal R > 0, gecentreerd rond de oorsprong, en gelegen in het bovenste half-
vlak van het complexe vlak C. Als dan

f(z) = eiazg(z) (a > 0) (E.2)

, dan geldt dat ∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ π

a
MR (E.3)

waarbij
MR := max

θ∈[0,π]

∣∣g(Reiθ)∣∣ (E.4)

Merk dan op dat in het geval f(z) continu is over de contour CR voor alle grote R, dat dan

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0

als lim
R→∞

MR = 0
(E.5)

In het bijzonder wordt aan deze voorwaarde voldaan wanneer g(z) = F (z)
Q(z) een rationale functie is met

degF (z) ≤ degQ(z) + 1

8Dit is niet de meest algemene vorm van residutheorema, maar het volstaat voor onze doeleinden.
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F Greense functies door complexe integralen

De integraal gegeven in vergelijking 4.17 kan op nog 2 andere manieren uitgerekend worden.
De eerste maakt gebruik van de complexe functie

f(z) =
z

(z − (k − iε))(z − (−k + iε))
eiz|r⃗−r⃗′| (F.1)

en de contour gegeven in figuur 7. Dit zal via analoge rekenmethoden aanleiding geven tot

G−(r⃗ − r⃗′) =
e−ik|r⃗−r⃗′|

4π
∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣ (F.2)

Re(z)

Im(z)

I(ε)

ICρ

−ρ ρ
×
ε

×
ε

Figuur 7: Contour voor de complexe integraal voor een ingaande radiale golffunctie.

De tweede methode neemt beide singulariteiten in rekening, en het resultaat is equivalent aan de
exacte oplossing die men zou verkrijgen als men standaardmethoden gebruikt voor complexe integralen.
Men beschouwt de complexe functie

f(z) =
z

(z − (k + iε))(z − (−k + iε))
eiz|r⃗−r⃗′| (F.3)

en de contour gegeven in figuur 8. Dit zal via analoge rekenmethoden aanleiding geven tot

G1(r⃗ − r⃗′) =
cos
(
k
∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣)
4π
∣∣r⃗ − r⃗′

∣∣ (F.4)

Re(z)

Im(z)

I(ε)

ICρ

−ρ ρ

×
ε

×
ε

Figuur 8: Contour voor de complexe integraal voor een staande radiale golffunctie.
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Voor deze laatste kan men ook de standaardmethoden gebruiken, en daarbij de standaard contour zoals
weergeven in figuur 9. Het enige waar we hier rekening mee moeten houden zijn de halve-cirkelsegmenten
ICδ

en ICε die in negatieve zin doorlopen worden. Voor deze laat men zowel δ als ε naar nul gaan, dit
levert opnieuw het resultaat, mits men vindt dat

lim
δ→0

∫
Cδ

f(z)dz = −iπRes(f,−k)

lim
ε→0

∫
Cε

f(z)dz = −iπRes(f, k)

f(z) =
z

z2 − k2
eiz|r⃗−r⃗′|

(F.5)

De grote cirkelsector valt nog altijd weg wegens het lemma van Jordan, en er zijn geen singulariteiten
binnen de contour.

Re(z)

Im(z)

I(ε)

ICρ

−ρ ρ
× ×
δ

ICδ

ε

ICε

Figuur 9: Contour voor de complexe integraal voor een staande radiale golffunctie.
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