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1 Formele ontwikkeling van de kwantummechanica

1.1 Superpositiebeginsel en interferentie

1. Bespreek de uitkomst van het SGz na SGx na SGz experiment bij (a) blokkering van
de S,_-bundel, (b) blokkering van de S, — bundel, en (c) samenvoeging van beide bundels
gegeven

1 1 1
Szai = 7= S:Dy S:Ev_ Szai =+— Sz» = Sza_
| ) 2\ +) ) en | ) \/Ql +)+ \/§| )

F—|
V2

50% S,
50% S, _

(a) Sz— geblokkeerd

= B
e
B >

(b) Sz+ geblokkeerd

Sz—l— SQH-

s e >

S

100% S,

(c) geen blokkering

Figuur 1: Het Stern-Gerlach experiment

We berekenen wat de kans is op het meten van |S,, +) bij doorgang door het tweede SGz-apparaat
wanneer we enkel de S,-bundel bewaren zoals in figuur We vinden het volgende (we werken in de
orthogonale basis van S, ):

1 (1.1)

1
Sm7+>:F2|SLE7_>> 2

1 21
NG} v |7

De kans op het meten van S, is dus even groot als de kans op het meten van S, _.

Py = |(Sur +]S0, )2 = ‘<sw,+| (

We berekenen wat de kans is op het meten van |S,, +) bij doorgang door het tweede SGz-apparaat
wanneer we enkel de S;_-bundel bewaren zoals in figuur We vinden het volgende (we werken in de
orthogonale basis van S, ):

i 1 (1.2)

2

1
=7

De kans op het meten van S, is dus even groot als de kans op het meten van S,_.

Py = (s, —|S., £)* = ]<sx,—| (;5 5. 40 % = |s$,—>)

In het derde geval breken we de superpositie van de S,1- en de S,_-bundel niet, zoals weergeven



in figuur de golffunctie van het systeem voor doorgang door het tweede SGz-apparaat wordt dus ge-
geven door |¢)) = |S,,+) = \% [Ss,+) — % |Sz, —). De kans op het meten van |S,, +) bij doorgang door
het tweede SGz-apparaat wordt in dit geval dus gegeven door (nog steeds werkende in de orthogonale
Sy-basis):

2

Py = (415, %) = '(;5 5204 = 75150 ) (51500 7 5152 )
_ ’1 il 2 (1.3)
2 2

We zien dat in de eerste twee gevallen alle informatie over de oorspronkelijke SGz-meting verloren is
gegaan; er kwam enkel een S, -bundel binnen in het SGx-apparaat, en toch komen er zowel een S, als
een S,_ bundel uit het tweede SGz-apparaat. Dit fenomeen nemen we niet waar in het derde geval, waar
we de superpositie van de S,-bundels niet braken, we spreken in de eerste twee gevallen dan van wave
function collapse, de oorspronkelijke S, -toestand is ‘verloren gegaan’.

1.2 Verstrengeling en kwantuminformatie

2. Introduceer het which-way experiment.

Beschouw opnieuw een SGz na SGx na SGz opstelling zoals weergeven in figuur 2] We blokkeren nog
steeds de eerste S,_-bundel, maar bij het SGx-apparaat hebben we nu de volgende opstelling: We blok-
keren de bundels bij het SGx-apparaat niet; we laten de S, -bundel afketsen langs een vaste spiegel
en de S,_-bundel langs een spiegel op een zeer gevoelige detector die 0 geeft wanneer geen elektron
erop afketst en 1 wanneer er wel een elektron op afketst. Hierbij treedt geen wave-function collapse
op, verder worden beide bundels samengebracht zonder faseverschil ertussen. In tegenstelling tot wat we
verwachten uit ons eerder experiment vinden we dat na doorgang door het SGz-apparaat P, = P_ = 0, 5!

3. Toon aan dat in de direct product Hilbert ruimte van elektron en detector we dezelfde re-
sultaten vinden, en dus dat het postulaat van wave-function collapse na meting overbodig is.

De totale Hilbertruimte is nu het direct product van die van het elektron en die van de detec-
tor: Hipt = He ® Hp. Zij nu |D) de detectortoestand op ¢; voor het which-way experiment en
|S.,+) = % |Se, —l—)—% |Sz, —) de elektron toestand op ¢1, dan is [¢(¢1)) = |S,, +) | D) de totale golffunc-
tie op tijdstip ¢;. Tussen t =t; en t = to (het tijdstip van het which-way experiment) ondergaat de toe-
standsfunctie een unitaire evolutie [1(t1)) — [¢(t2)) = U(t1, t2) [(t1)) = % [Sxz,+)]0) — % [Sz, =) ]1).
De elektron toestand en de detector toestand zijn nu met elkaar gecorreleerd, dit is kwantum verstren-
geling.

Gegeven dat de 2 detectortoestanden |0) en |1) orthogonaal zijn (ze kunnen niet beide tegelijk voor-
komen), vinden we nu voor de waarschijnlijkheid om |S,, +) terug te vinden na doorgang van het SGz-

S..

Figuur 2: Het which-way experiment



apparaat:

Pa(t2) = [(h(t2)] S0 1) = ](é (Sus 410 = 5 (s <1|) (% 5.4 F 5 |Sz,—>)

2

- ‘;<O|i;<1| (; <o¢§<1|> (; O)i;|1>) =iy (1.4)

1

2

Voor we het which-way experiment uitvoeren, maar uiteraard wel nog de bundels samenvoegen, (op 1)
zou men echter vinden dat:

1 1 2

Pety) = |(6(t1)]S., £)|? = \(ﬁ (Sus + (D] = = (52| <D) (ji 100 +) F
2

~[z 010 = (G50 (50 500) =12+

$P+(t1):1 A P,(tl)zo

1
4

(1.5)

Dit is precies wat we eerder vonden! Het postulaat van wave-function collapse is dus overbodig.



2 Symmetrieén en behoudswetten in de kwantummechanica
2.1 Translatiesymmetrie
4. Bewijs dat [, p;] = ihd;; vertrekkend vanaf 7(d¥) = 1 — %1:’) -d7

We laten de infinitesimale translatie-operator 7'(d7’) inwerken op een toestand |#’') en vervolgens la-
ten we de positie-operator # inwerken op deze toestand:

TMWHF3:Mﬂ+dW)H?(TMFUW®):?Mw+dw>:ﬁﬂ+dFUW’+mﬂ> (2.1)

Nu laten we eerst de positie-operator 7 inwerken, en dan pas T'(d7”):
FIFEY =7 |7 = T(df)(F|F) = #'T(d#') |7') = 7' |7 + dF') (2.2)

Trekken we nu vergelijking [2.2] af van vergelijking dan vinden we:

ﬁfﬁﬁ 7'y = A7 |7 + d7') = dFt' [7') + O((dF")?)

.3
- 7’1, Z d’l”j Zd’l“i

3
i
E ?"Z,pj drj =dr;
J:1

7
= = [P ps] = b

5. Bewijs de onzekerheidsrelatie van Heisenberg.

) ) R a2\ 12
Definieer de onzekerheid op de hermitische observabele A als AA := <(A - <A>) > waarbij (A) =

N N . N o) 2
()| A1) de verwachtingswaarde van de operator A is. In dit geval vinden we dat (AA)% = <A2 —2A <A> + <A> >

(i)~ (4"

Introduceer nu de hermitische operatoren

L E
<1f12> <A2 - 2A< > < > > (en analoog voor é) (2.4)

Bovendien geldt dat

A-— <A> en B:=B— <B> waarvoor geldt dat

Als laatste tussenstap bewijzen we nu nog dat < [/1, B} > zuiver imaginair is. Mits A en B hermitisch
zijn, geldt altijd dat

[A,Br _ (AE_BA)* — BA-AB=-[A 5] (2.6)

Bovendien geldt ook altijd dat



<{/1, B]> is dus zuiver imaginair, waaruit volgt dat

() = o
Definieer nu de niet-hermitische operator ¢ := A + iAB. Er geldt dat
(CCTY = @ICCTw) = (CTy|Che) = 0
— <(21 + mé) (21 - ZA§)> - <212 —iMAB +i\BA + )\2]§2>
- (i) 20 (3) - [1.8] -

ELED (ad abp - ([4.5]) 20

waarbij we in de eerste regel gebruik hebben gemaakt van het feit dat het inproduct per definitie positief
definiet is.

 {[4.8]) waarbij f(Ag) dus

Beschouw nu de functie f(\) := <C’C’T>, deze heeft een minimum bij \g =
minimaal is. We vinden uit vergelijking [2.9]

00 =842 - § X3 E 5 apy
— (AA(AB) > _i ([4.8)) & i <[A,B}>)2 (2.10)
— (ad)aB) > 5|([4.8))

2.2 Rotatiesymmetrie
6. Bewijs dat {ﬁ“f]]} = ihsijkf,k gebruikmakend van [#;, ;] = ihéij

Analoog als bij de klassieke mechanica geldt dat L =#x p of L; = €;;kTiDk, waarbij £, het levi-
civita symbool is. We vinden dan via wat commutator algebra (zie appendix dat

(Lis L] = € o P11, Fn]

= €3 jomn (PrFm [ Do) + P (D1, Ponl b+ P[P, BulBr + [, Fon)Prmr) (2.11)
= €ikl€jmn (7’Lh7’/\kﬁn6lm + 'Lh’fmf)lfsk-n) =1ih (eiklejnl’i;kﬁn — gilkgjmk’ﬁmﬁl)
waarbij we in de laatste overgang gebruik hebben gemaakt van het feit dat
€abe = €cab A €abe = ~Ebhac (212)

i.e. cyclische permutatie van de indices verandert het teken niet, transponeren van 2 naburige indices
wijzigt het teken.

Om verder te gaan maken we gebruik van nog een tweede eigenschap van de levi-civita symbolen
(zonder bewijs):

el =68 — 6,6 (2.13)

Merk op dat het niet uitmaakt of we met covariante (subscript) of contravariante (superscript) indices
werken, zolang we in de Euclidische metriek werkenﬂ We zullen dan ook telkens alle indices loweren. Dit
wordt allemaal meer verduidelijkt in appendix [A]

Als we deze eigenschap toepassen, dan vinden we dat

[lii, ﬁj] = ih[(0ij0kn — Oindjk)kPn — (0ij01m — OimOij)Tmpbi]
ih (Pkprdij — 75Pi — Pipibij + Fip;) = ih (Fip; — 75Pi) (2.14)

1Vanaf hier maken we volop gebruik van tensor index notatie. Wanneer een index dus twee keer verschijnt, wordt
sommatie over die index verondersteld. De range van de index wordt verondsteld duidelijk te zijn aan de context. Meer
uitleg staat in appendix

2Dit zal niet meer het geval zijn in hoofdstuk 6



7. Voor een algemeen draaimoment J: bewijs dat de spectra van J? en J, gegeven worden
door J?[j,m) = 1?j(j + 1) |j,m) en J. |j,m) = hm |j,m).

Beschouw een algemeen draaimomentoperator J die voldoet aan [j“jj} = iﬁeijkjk. Definieer dan

J? = J2 + jg + J2 waarvoor geldt dat

(72.0] = [J3d 0] = 3[4, 0 + |35, 3)

(2.15)

Er bestaat bij gevolg een gemeenschappelijke eigenbasis waarin J?en J, tegelijk gediagonaliseerd kunnen
Worde we noteren J2 |a,b) = ala,b) en J, |a,b) = bla,b).

Merk op dat
~ ~ ~ A 1 A A ~ ~ ~ ~ ~ ~
2_72_ 32 2 _ 1 . . . ,
J =0t = (Fotidy) (o= idy) + (o = idy) (Jotid,)] -
1. o .
- 5 (J+J7 + J7J+)
A NN A A A A
Mits J; hermitisch is Vi, geldt dat (Ji> = Jx met Jy = J; £iJy, en dus
(Wl J i) = (o] Jyw) = 0
I . . (2.17)
(Wl -ty = (J-u|J-v) =0
Hieruit volgt dat ook J? — jZQ positief definiet is, waaruit volgt dat
(a,b]J? — J2|a,b) >0
—=a—-b">0 (2.18)
— a> b
of dus, voor een vaste a is b begrensd.
Verder vinden we ook nog de volgende commutatierelaties
1. [jz, ji] - [J J, + ijy} =i, T (—hjx) — +h (jx :I:ijy>
= +hJ
o e ) ) (2.19)
2 [ Jed| = [t idy o —idy| = n. (=)
= 2hJ,
We vinden hieruit dat
Jodila.b) = [, Ji | la,b) + Jym.J. |a,b) = £hi |a,b) + b |a,b) 220

= (b+ h)J< |a,b)

De operator j+ verhoogt dus de eigenwaarde van J. met R terwijl J_ de eigenwaarde doet zakken met
h. Mits b voor vaste a begrensd is, impliceert dit dat

T, braz) = 0

= J_Jy|a,bmaz) =0

— (o= idy) (o idy ) 10 bmas) = (2 T2 4] o | ) 10, binas)
= (2 = J2 = h1.) 0, bras) = (@ = gy = Bbina) [, brnac)
=0

= a = biaz (bmaz + 1)

(2.21)

3Qpfrissing uit de algebra: twee diagonaliseerbare endomorfismen uit dezelfde vectorruimte die met elkaar commuteren,
hebben een gemeenschappelijke spectrale decompositie, en bijgevolg ook een gemeenschappelijke eigenbasis



Analoog vindt men dus ook

J_|a, byin) =0
= J J_|a,bmin) =0
— ([Fr 7] + 02 ) lasbman) B (200, 4 72 72 ) [, b (2.22)

= (CL — bfnzn + hbmzn) |a, bmin> =0
— a= bmin (bmzn - h)

Uit vergelijkingen en volgt nu
a—a=0
maxr b72mn + h(bmaz + bmin) =0

— (bmam + bmzn)(bmaz - bmzn + h) = 0
- bmzn = _bmax (mltS bmzn < bmaa:)

2
b (2.23)

We moeten via j+ in een eindig aantal stappen n € N van b, naar b,,q, kunnen gaan zodat

h
bmaz = —bmaz + N = byae = % = ]h (224)

Mits j+ b telkens met & verhoogt, en het feit dat —jh < b < jh is het duidelijk dat b = mh. Wanneer j
heeltallig is, is m dat ook. Wanneer j halftallig is, is m dat ook.
Uit vergelijkingen [2.21] en volgt nu

a = jh(jh+h) = h*j(j + 1) (2.25)
We herlabelen nu de eigentoestand |a, by naar |j, m) en vatten samen:
T2 jm) =G+ D) ljm) A Jeljm) = hm |j,m) (2.26)
8. Bereken de matrixelementen van de ladderoperatoren .J. in de basis |7, m).
We weten al dat de operatoren J2 en J, diagonaal zijn in deze basis, we hebben dus

Gl [T jm) = 025G + 1) (5, |, m) = 2505+ 1)85.m (2.27)
<jlvm/| jz |]v m> = hm <jlvm/|ja m> = hm(sj,j’(sm,m’ .

De ladderoperatoren verhogen of verlagen de waarde van m zodat Ji |j,m) = ¢jm.+ |j,m + 1) en dus

<.]7m| (Ji) Ji |J7m> = <Ji(],m)‘¢]i(j7m)>
= C;,m,ﬂzcj,m,ﬂ: (j,m=x1]jm=+1) (2.28)
= lejm x|’

verder geldt ook dat

= T = = . = = . = .
Goml () Je ljsm) = Goml (o % id,) (Jo i, ) lm)
= (ym| J?+ T2 ii{jw, j_,,] 15, m)
= (j,m| J* = J2 F hJ.|j,m) (2.29)
=R [j(G+1)—m*+m]
=12 [(j +m)(j —m) +jF m]
=1*(j Fm)(j£m+1)
Uit vergelijkingen [2.28 en volgt dan

ljm s ? = B2 Fm) (G £m+1) (2.30)



Stellen we vervolgens de complexe fase van de constante gelijk aan 1, dan vinden we
Jelgim) = hy/(GF m)(j £ m+1) lj,m£1)
= (s’ Iz |j,m) = b/ (GF m) (G £m +1) (', m/|j,m £ 1) (2.31)
= (i Jx |j,m) = B/ (G F m)(G £ m+ 1) 8j0m ma

9. Voer de Clebsch-Gordan coéfficiénten in bij overgang van de ongekoppelde basis |j1m1) |jama) =
|71j2; m1me) naar de gekoppelde basis |jija2; jm) voor de samenstelling van 2 draaimomenta.
Wat zijn de eigenschappen van de CGCs? De recursie relatie hoef je niet te behandelen.

Beschouw twee deeltjes met respectievelijke spins j; en jo beschreven door een toestandsvector in de

direct-productruimte (ongekoppelde basis) |jim1) [jame) = |j1j2; m1ma) die de commuterende set {J?, JE, JAZJ, jzg}

diagonaliseert. Beschouw verder de gekoppelde eigenbasis |41 jo; jm) die de commuterende set {j 2 j22 L J2, jz}

diagonaliseert. We wensen nu de unitaire transformatie tussen beide basissen vinden. Algemeen geldt
dat
|j1d2; jm) = Z Z |j1d2; mama) (1523 mama|jija; jm) (2.32)
mi Mma
waarbij (j1jo; mimalj1j2; jm) de zogeheten Clebsch-Gordan coéfficiénten zijn, waarvan we nu enkele ei-
geschappen nader bestuderen.

eigenschap 1: m = my + ms

Om deze eigenschap te bewijzen zullen we de integraal (jijo; mima| J. |7172; 7m) op 2 verschillende ma-
nieren uitrekenen. Eerst vinden we dat

(1 maimsa| J. |1 ja; jm) = Z Z (rjo; mamal Jo 1 + J. o |1 ja; mimb) (ija; mymb|jija; jm)
my my
= Z Z h(m)y + mb) (j1j2; mamea|jije; mims) (j1j2; mimyljije; jm)
= Z Z h(m + M) 0mm. Omyms (F123 MM j152; jm)

my mj
= h(m1 + ma) (j1J2; mima|jija; jm)
Anderzijds vinden we ook dat
(jzsmams| J. |jija; jm) = han (jaja; mame|jjz; jm) (2.34)
Uit vergelijkingen [2.33] en [2.34) zien we dus vrij snel dat m = mq + ma.

eigenschap 2: |j1 —jo| < j < ji +j2
Om deze eigenschap te bewijzen, maken we gebruik van het klassieke vectormodel.

—j<m<yj , ,
: ) m=mitm, | —J1 <M —ma < Ji
—Jj1 <my < Ji ) :
) } —J2 <m—mq < Ja
—J2 <mg < jo

(2.35)

m=smy=gy m=is {—jl <j-i<h {y@ —h <i<ii+i
—J2<J—71<J2 J1—72<7<j1+J2
= |j1 —jol <J <1+ Je
Voor elke j horen er 2j + 1 lineair onafhankelijke eigentoestanden te bestaan, zodat het totaal aantal
eigentoestanden gelijk is aan

J1+7J2 2j2 2j2 2j2
S R EY R )t =2 G @ -2 )3
Jj=lj1—7j2I Jj=0 Jj=0 Jj=0
= (272)(22 + 1) + (21 — 2+ 1)(22 +1) (236)
= (22 +2j1 =252+ 1)(2j2 + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1)

substitutie (¥) met j1 > jo: j' =5 — |j1 —j2| = 7 : 0= 2js

10



eigenschap 3: Unitariteit
De CGCs vormen een unitaire matrix, we kiezen de elementen per conventie reéel zodat de matrices
orthogonaal zijn en dat

(J1g2; gm|j1je; mime) = (j1j2; mimaljije; jm)
. . e
= ZZ (J1d2; mamaljigz; jm) (jij2; mymal|jijz; jm)

J m

(2.37)
= Z Z (d1g2s mama|jigz; jm) (jijz; jmlirje; myms)

J m
= 5m’1m1 5m§m2
en bovendien
DO Grdai mamaljiga; §'m') (Grias mamsa|jia; jm)
mi1 ma

=Y (g 3w/ [jrdas mama) (jija; mama|jija; jm) (2.38)

my1 m2

= 0jj0m'm
Uit dit laatste vinden we in het bijzondere geval waarbij j' = 7 en m' = m = m1 + mo

SO WGz mamaljie; jmd|* = 1 (2.39)

m1 Mma
10. Toon aan dat de Legendre polynomen Fi(z) = 574 (22 - l)l oplossingen zijn van de

differentiaalvergelijking [(1 - 22)% —2zd 4+ 1)} P(z)=0

Beschouw om te beginnen v(z) = (22 — 1)! waarvoor geldt dat

du(z)
dz

Nu zullen we de veralgemeende Leibniz regel voor afgeleiden gebruiken:

(fg)™ Zn: (Z) Frg® (2.41)
k=0

(22 -1) = (22 = DI(z* = 1)"7122 = 2l20(2) (2.40)

waarbij f(") de n-de afgeleide van de functie f, en (Z) = ﬁlk)' de binomiaalcoéfficiént voorstellen. Zij

nu in ons geval f(2) = (22 — 1) en g(z) = vV (2). We zoeken de [ + 1-ste afgeleide van vergelijking
We behandelen eerst het linker lid.

(22 — 1)11(1)(2)} Y li (l 7; 1) (22 — 1)FI=R)y(k+1) () (2.42)
k=0

Men ziet snel in dat
22—-1 alsk=1+1

(22 = 1)+1-8) = 2z alsk =1 (2.43)
2 alsk=1-1
0 elders

en we hoeven dus enkel rekening te houden met deze gevallen.

(22 — l)v(l)(z)] ey = (; + 1) 200 (2) + (l —il_ 1) 220D (2) 4- <§ I 1) (22 = 1o (2) (2.44)

We berekenen alvast de binomiaalcoéfficiénten.

(H—l): (I+1)! (I+1)

1-1) -1~ 2

<z+1):(z+1)!:l+1 (2.45)

l !
<l+1)1
[+1
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Dit levert ons de finale uitdrukking voor het linker lid.

(1+1)

[(z2 — 1uM(z) =11+ Do®(2) + 201 + 1)z0 (2) + (22 — D2 (2) (2.46)

We werken nu het rechter lid van vergelijking verder uit via met f =z en g =wv(z).

+1 I+1
[20zv(2)] D) = QZZ ( k: >z(l+1_k)v(k)(z) (2.47)
k=0
Wederom ziet men snel in dat
z alsk=1+1
AR — 0 alsk =1 (2.48)
0 elders

Dit geeft ons het rechterlid van vergelijking

[20zv(2)] D) = 21 K; i 1) 20U (2) + (l +z 1>v(l)(z)}

(2.49)
=2 [zv(lﬂ)(z) +(+ 1)0(1)(;5)}
Gelijkstellen van vergelijkingen [2.46| en [2.49| geeft ons dan
11+ 1)oW(2) + 201 + D)zo"V(2) 4 (22 = Do (2) = 20200 (2) + 211 + )0V (2)
= (22 = D™D (2) + 220UV () — 11+ 1O (2) =0 (2.50)

= (1— 2)d72 L(l)() _2i L(l)() +1(1+1) i(l)() =0
a2 \am” Y “az \am” Y TR

waarin we precies de Legendre polynomen herkennen als oplossingen van de differentiaal vergelijking we-
tende dat v(z) = (22 — 1)\
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3 Driedimensionale vraagstukken in de kwantummechanica

3.1 Deeltje in centrale potentiaal

11. Leid de sferisch-symmetrische Hamiltoniaan af: H = —% <7}288T (r2Z) - ,.5’:2) + V(r)
-2
vertrekkende van L~ = (7 x p)2.
Dit bewijs voeren we uit in meerdere stappen.
Stap 1: Klassieke bevindingen
22 ~ &1
L p) (€kij7“ipj)2 = €kij€kmnTiPiTmPn =  EijkEmnkTiPiTmPn

(61m5]n 5in5jm)ripjrmpn =TiTiPiPj — TPiTiPj

=7#p’ — (F-p)* =r’p’ — (F- )’
=2

, (7 \° L
:ﬁ:(r.ﬁ>+,’,2

Stap 2: Hermitische operatoren

©)
l ul —
m ﬁl

(3.1)

Men kan niet zomaar de klassieke vectoren vervangen door hun kwantummechanische operatoren. 7 - p
is bijvoorbeeld niet hermitisch, beschouw dus haar symmetrisch deel, wat wel hermitisch is.

N 1 % A, A, ’IA_’: 1 ’IA_’: A A, ’;_’: ’I:’: o,
pr=5|-P+p-—~|=5|-P+|P—-|+ D (3.2)
2\r T 2\ r r r
Nu kan men de commutator verder uitwerken:
.7 R S P D |
p, ]¢: |: ia:|¢: [pi,?"i]*'ll)‘i'ri |:p7,7:|¢
r r r r

th b+ 7 iy (ryry) T2

—3%} + (—ih)#; [ai ((rjrj)—l%) - (rjrj)—waizp}
—3%@ — ihi gt [0i(ryry) 7] (3.3)

ih o 1 _
_371/} —hiyp [—(TjTj) 3/2. (5ij’l“j + ’I“jéij>:|

7"sz T4

3 w+h z/)‘i)—3 ¥+ ih Ty

L T L
r r r

waarbij in (*) de definitie van de positie-operator gebruikt werd: %w = 7. Dit resultaat invullen in
vergelijking levert

. (aBT 1) (3.4)

waarbij we in de laatste vergelijking gebruik hebben gemaakt van de nabla-operator in sferische codérdinaten
(voor een afleiding, zie appendix [C|):

- 0 1 0 L (10
V=ég e (rsin@@gp) +é (aa) (3:5)
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Stap 3: p?

We moeten nu enkel nog p, kwadrateren.

o (32) (B ) (B () e 59
92 1 ,1 0 9 (36)
= —h? ((%21/} 2 f—w+ w) - 2a< a>
Stap 4: afwerken
Uit het vorige volgt nu dat
552=ﬁ?+%2= hT12;<r2;)+L2 (3.7)

Als de potentiaal sferisch symmetrisch is, dan vinden we de gevraagde Hamiltoniaan.

52 2 72
v D I} 10 /(,0 L
H=—+YV — — | - Vv 3.8
2m V)= - 2m <r2 or (r or h2r? +V(r) (3.8)
12. Introduceer Rp;(r) als eigentoestand van de sferisch symmetrische Hamiltoniaan met
L?|Rg(r)) = h2(I + 1) |Rgi(r)) en bewijs dat Ry (r) « r! in de limiet r — 0.

Uit de gegevens weten we dat

HRp (r) = ERg(r)

2 2

[dQ 2d  I(l+1) 2m

dr2 " rdr r2 ﬁ(

E — V(T)):| REl(T) =0

We beschouwen nu een potentiaal die naar nul gaat op oneindig: lim,_,- V(r) = 0. We kunnen verge-
lijking dan herschrijven door ug(r) = rRg(r) te introduceren, waarvoor we de eerste 2 afgeleiden
gegeven worden door de onderstaande uitdrukking.

Up(r) = Rp(r) + 7R (r) A up(r) = QR/EI(T) + R (r)
2 w'h (r u” r 3.10

dr2 " rdr r r

Als we dit resultaat invullen in vergelijking [3.9] dan vinden we

Szue) = (v + ) unt) = -3 pun ()

h? d?
© 2mdr?

K211+ 1) (8:11)

2mr?

& )+ (vm i ) um(r) = Bupi(r)

Bovenstaande vergelijking is geldig zolang r > 0, in 7 = 0 moeten we echter een randvoorwaarde opleggen,
namelijk dat Rg;(r) eindig is in de oorsprong, of dus dat ug;(0) = 0.
Beschouw de volgende twee ansatzen voor V(r) en ug(r).

T)zrpibkrk (bo#0 A p>-1)
(3.12)
ug(r) =r chr (co #0)

De vereiste dat p > —1 komt neer op eisen dat de potentiaal V(r) niet meer singulier mag zijn dan % in
de oorsprong.

14



Deze ansatzen ingeven in vergelijking geeft

%) h2 - h2 B
Z {_Qm(s +k)(s+k— Depri™ 2 4 %l(l + 1)eprsth=2

k=0

k (3.13)

S
k k
+ Z bkfncnrs+p+ } =F Z Ck'FS+
k=0

n=0

In de laatste term van het linker lid werd gebruik gemaakt van het Cauchy-product van 2 machtreeksen:

oo oo oo k
(Z aixi> Zﬂjmj = Zzak—lﬂﬂk (3.14)
i=0 §=0

k=0 1=0

We willen nu uit de indiciéle vergelijking (dit is de vergelijking waaraan de coéfficiénten van de laagste
macht in r voldoen) de voorwaarde op s vinden. We zien snel in dat de laagste macht van r s —2 bedraagt,
waarbij we dan uiteraard kijken naar £ = 0. Mits p > —1 dragen enkel de eerste twee termen van
vergelijking bij aan de indici€le vergelijking. Dit levert, na het weg delen van de gemeenschappelijke
factoren
s(s—=1)=1(1+1)

—s(s—1)—1(l+1)=0

=P —(s+1)=0 (3.15)

= (s+l)(s—1—-1)=0

=s=—1 V s=I1l+1
Mits | > 0 voldoet s = —[ niet aan de randvoorwaarde dat Rg;(r) eindig is in » = 0, dit wordt een

irreguliere oplossing genoemd. De reguliere oplossing s = [ + 1 resulteert in het feit dat in de oorsprong
upg(r) o il = Rpi(r) « r! in de limiet  — 0.

13. Toon aan dat voor een vrij deeltje met | = 0 de reguliere oplossing Rp(r) w
Beschouw opnieuw de radiéle golfvergelijking
a2 2d I(l+1) 2m
— + - - — (F-V R =0 3.16
{dr2 rdr r2 + h2 ( ()| Ra(r) ( )
Nu is voor een vrij deeltje V(r) = 0 zodat we voor | = 0 de vergelijking reduceert tot
2 2d 5
- 4= = 1
|:dr2+rdr+k‘:|RE0(’f) 0 (3.17)

waarbij k? = 21;:215 of equivalent E = % Nemen we nu vergelijking in acht nemen, dan vinden we
een simpele differentiaalvergelijking.

(;; + k2> upo(r) =0 (3.18)

Deze vergelijking heeft 2 lineair onafthankelijke oplossingen: upg(r) = sin(kr) en ugo(r) = cos(kr). Merk
op dat enkel de eerste oplossing regulier is (sin(0) = 0) zodanig dat enkel voor deze oplossing Rgo(r)
eindig blijft in de oorsprong. Mits ugo(r) = rRgo(r), vinden we finaal dat

sin(kr) _[2mE
" met k = 2

Rpo(r) o (3.19)
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3.2 Waterstofatoom

14. Toon aan dat voor 2 deeltjes met massa m; en mo die interageren via een potentiaal
V(71 — 73) dat de Schrédinger vergelijking ontkoppelt tot 2 triviale bewegingen: de massa-
middelpuntsbeweging en de relatieve beweging.

De Hamiltoniaan van het systeem wordt gegeven door

. P P
H=—"—— 4+ "= +V(F -7 2
2my + 2mo V(-7 (3.20)

en de Schrodinger vergelijking is dan

L0 L - - oL R,

2h5¢(7"1,7“2at) = _Tmlvﬁl - %V’;"z + V(F1 = 72) | (71,72, 1) (3.21)
Voor een 2-lichaamsprobleem is het makkelijker om over te schakelen tot de relatieve coérdinaat ¥ en de
positie van het massa middelpunt R.

F::Fl_'f:Q

S miT1 + maTs (3.22)

mi 4+ mo

Verder introduceren we ook de totale massa M en de gereduceerde massa .

M = mi + mo
mimes (323)

H=

mi + mo

Hiermee zullen we nu de afgeleiden in de Schrodinger vergelijking herschrijven via de kettingregel.

Vi, = (Vi,P)Vi+ (Vi R)Vg = Vi + 11 Vi
Vi, = (Vﬁ?)V; + (VﬁR)Vﬁ =—-Vz+ %Vﬁ
— 2 — 2 my — — m2 — 2
Vi, = Vit HViVe + 53 Vi (3.24)
— ) 92 9 N m2 =
Vi, =Vi— F5EViVe+ 35 Vg
R - m - h2 m -

2m1
De Schrodinger vergelijking wordt nu herschreven als
- h?

0
zhatw(R,r,t)[ \v

We kunnen nu scheiding der veranderlijken toepassen, we schrijven de golffunctie als een product van 3

functies: één die enkel afhankelijk is van de positie van het massa middelpunt R, één die enkel afhangt
van de relatieve codrdinaat 7, en één die de tijdsevolutie beschrijft.

G(R,7,t) = O(R)y(7)e i (Brn+E) (3.26)
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Dit invullen in de Schrodinger vergelijking levert,

" | i
(Bnnr + B)D(R)()e w P BN — om D(R)V (@) Ewt Bt
h2 ,
o VaD(R)Y(7)e 7 (Brn+ Bt

+ V (F)D(R)(F)e™ h Faunt )t

S 2 L L2 ~2 o
— (Banss + EYO(R)6() =~ 5 0(R)V30(7) — 517 (VaS(B) 0(7)
+ V() B(R)() (320)
1 =2 ool og2 =
= Eym+E=- ZWVFMT) oM (I)(R)VR(I)(R)
L V()
= Bunn+ gy 5 Va(R) = = Lo Vi) V() -

Het linker lid van de vergelijking is nu enkel afhankelijk van 1_:2’,, terwijl het rechter lid enkel afhankelijk
is van 7. Door de aanwezigheid van de constanten Fj;ps en E kan het niet anders dan dat beide leden
apart 0 zijn.

7VR‘I’(§) = EA{Mq)(ﬁ)
(—va LV >) B(F) = EY(#)

We zijn er nu in geslaagd de Schrodinger vergelijking te ontkoppelen in 2 triviale beweging: de beweging
van het massa middelpunt met energie Ejsps, en de relatieve beweging met energie E. De totale energie
van het systeem bedraag uiteraard Fiot = Eppr + E.

15. Voer het hoofdkwantumgetal n en het radiaal kwantumgetal n,. in om het finaal spec-

4 ﬂ2 2
trum E, = — hQ £ van het waterstofatoom te vinden met Hamiltoniaan H=2 _ 67 via de

. . — —uc2
dimensieloze parameter p = 4/ 8“E7' en de positief reéle parameter n = & 1/ 55 = o/ 55
2\ 2E

2

met o = o

Beschouw de radiale Schrodinger vergelijking.

2 - S v Rat) —0

drz = rdr r2 h2
2 2d I(1+1) 2pu e? (3:29)
= |—+ - — —E+— )| R =0
[dr2 + rdr r2 + h? ( + T ﬂ zi(r)
Vervolgens schakelen we over tot de dimensieloze parameter p.
[ —8uk
p - h2
1_ , /=8uB1l
Td d (h: ’ 8uE d
4= *ﬁd*p = o i (3.30)
1 8uE 1
7z = RZ p2
1d _  8uE1d
= {rdr T dp
d® _ _ 8uE d*
dr2 = h? dp?




Deze resultaten invullen in de Schrodinger vergelijking levert

SuE d2 SuE 1 d SuE 1 2uE  2ue? [SuE1
OB E Sl gL ST
W2 dp2 i odp U St T T T

d2 2d I(l+1) 1 €* [8uFE1

e _t - - - — - — — _

dp2  pdp P> 4 4EV R2 p

Als we rekening houden met het feit dat het elektron gebonden is (E < 0), dan kunnen we de laatste

term herschrijven
2 [8uFE 2 [8uFE 2 SuE 2
e fsuE e [SuB @ [ S8uE ¢ [u (3:32)
4EV h2 4|E|V h? 4h E? h 2F

Dit geeft ons als finale uitdrukking voor de radiale Schrodinger vergelijking [3.29

2 2d (l+1) 1 n
it (i) Rt =0 (3:33)

Rei(p) =0

(3.31)

Voor p — 0 weten we al dat Rp;(p) o p'. Voor grote p vinden we

E (o) = LRu(p)
dp? Elp—4 EI\P

= Rpi(p) o /2

(3.34)

Als we normeerbare oplossingen willen voor vergelijking dan moeten we als randvoorwaarde stellen
dat Rgi(p) e~P/2 in de limiet p — oo. Om de Schrodinger vergelijking op te lossen stellen we

Rui(p) = Crip'e " Pwm(p) (3.35)

als ansatz voor, waarbij C'g; een normeringsconstante is. Voordat we deze in vergelijking [3.33] invullen,
zoeken we eerst alvast de afgeleiden naar p van Rgi(p). Om notatie kort te houden schrijven we in het
vervolg w in plaats van wg(p).

Rgi(p) = Crip' e "% [p°w]

—2 _ 1
/E'l(p> = CElpl 26 p/2 {lpw + p2 |:w/ - 20'):| } (336)
1 _ -2 _—p/2 / 2 1 / "
Rei(p) =Cmip' ™ e P21l — Dw+ p[—lw+ 2"+ p vt

Ik heb er hier voor gekozen om de afgeleiden hier niet helemaal uit te werken. Wel heb ik ze in een vorm
geschreven waarin ze relatief makkelij/ﬂ terug te vinden zijn. Voor zij die dapper of dwaas genoeg zijn
staat de volledige uitwerking in appendiz [D}

We vullen nu deze resultaten in in vergelijking [3.33] waar we onmiddellijk al de gemeenschappelijke
voorfactor Cgyp!~2e~*/? wegdelen.

[l(l — Dw + pl(2u" — w) + p? <iw -+ w”ﬂ + [2lw

1 1
+2p <—2w + w’)] + [—l(l + 1w = 7p%w+ npw] =0

1
— 2"+ [(2L+2)p — p W + {12 Slepl 2, (3.37)

1
—l2—1—4p2+np] =0
— " +[(2+2) —plo' +[n—1-1]w=0  (gedeeld door p)

Om deze differentiaalvergelijking op te lossen gebruiken we de methode van Frobenius met als ansatz

wei(p) = Z crp (3.38)
k=0

4Neem dat met een goede lepel zout
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wat leidt tot het onderstaande.

Z [enk(k — 1)p" 1 + cpk(20 + 2)p" 1 — cpkp® + ci(n —1—1)p"] =0
k=0

= Y [eck(k+20+1)p" "t ex(n—1—k—1)p*] =0
k=0

(3.39)

In de eerste term valt de k = 0 bijdrage weg, we substitueren daarom &’ = k — 1 die ook van 0 — oo gaat.

D lekrak+ 1) (k+20+2) +ep(n—1—k—1)]pF =0
k=0

(3.40)
l+k+1—n

O T Gy Dkt 2+t

We zien dat voor grote k de coéfficiénten elkaar opvolgen als ci 1 = % .. Deze asymptotische verhouding
van opeenvolgende coéfficiénten komt overeen met die van de reeksontwikkeling van pPe” met p € N, wat
geen normeerbare functie is. Al willen we een fysisch normeerbare functie, dan moet de reeks afbreken
na een eindig aantal termen. Dit zal gebeuren wanneer de de teller in vergelijking nul wordt. Mits
I,k € N, geldt ook dat n € N. De reeks loopt door zolang

k<n—1-1 (3.41)
Dit levert ook meteen de voorwaarde op n opdat de reeks zou kunnen afbreken.

k+l+1<n

3.42
= 1<n (I,kE>0) (8.42)

We herlabelen nu k£ als het radiaal kwantumgetal n, > 0, en we verwijzen naar n = n, + 1 + 1 als het
hoofdkwantumgetal.
We kunnen nu ook de energie van het waterstof atoom uitdrukken als functie van n.

e2

_ TH
h 2F,,
4

an o (3.43)
" 2K2p2

3.3 Het ijkprincipe
16. Toon aan dat de Schrédinger vergelijking voor een deeltje in een elektromagnetisch

= N\ 2
veld ih%w = { Qh; (V - £ ) + 6V:| 1 invariant gelaten wordt onder de ijkingstransforma-

—

tie waarin A (&,t) = A(Z,1)+V (X' (2,1)), V/(#,1) = V(&) — L 2x(&,t) en ¢/ (&, 1) = e X@E0 (&, 1)

We werken dit bewijs uit in 3 stappen. In wat volgt laten we de afhankelijkheid van de functies weg, en

schrijven we o = #£.
C

Stap 1: eerste term

(6 — aﬁl) P = ( —aA - a(Vx)) e*Xah
=X (a(ﬁx) +V-—ad- a(ﬁx)) P (3.44)
= X (6 — aﬁ) )

Merk op dat we hier met (6)() bedoelen dat de afgeleide niet meer inwerkt op de golffunctie 1.
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Stap 2: kwadrateren

(3.45)

Stap 3: tijdsafgeleide en potentiaal

(3o ) =[]
= iha ((,?t > O‘Xw+zheo‘x< )—eVeo‘Xz/)—i— (gt )eaxw (3.46)

= e™X (Zhgt — eV) ) (Zha _E)

Invoeren van vergelijkingen en in de Schrodinger vergelijking (en dus het uitvoeren van de
ijkingstransformatie) levert terug de Schrédinger vergelijking.
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4 Verstrooiingstheorie

4.1 Verstrooiingsexperimenten

17. Beschrijf een verstrooiingsexperiment waarin initieel vrije, mono-energetische deeltjes
invallen op een verstrooiingscentrum.

Figuur 3: Een gecollimeerde bundel valt in op een verstrooiingscentrum.

Beschouw een mono-energetische bundel deeltjes die gecollimeerd is zodat ze invalt als een nauwe
bundel op een verstrooiingscentrum O zoals weergeven in figuur [3| De deeltjes die in de richting (6, ¢)
bewegen worden gemeten in de detector D die een ruimtehoek d2 bestrijkt. Het aantal deeltjes dat
per tijdseenheid de detector bereikt is Nd2 en is evenredig met de invallende flux F' = pv, waarbij p de
deeltjesdichtheid is en v hun snelheid. De flux F is het aantal deeltjes dat per tijds- en oppervlakte-eenheid
een oppervlak loodrecht op de invallende bundel kruist. We hebben dus dat

NdQ = Fdo
:>d70'_ﬂ (4.1)
9  F

dit noemt men de differentiéle werkzame doorsnede, een goede naam mits de eenheid van de flux F' een
aantal deeltjes per tijds- en oppervlakte-eenheid is, waardoor de eenheid van N wegdeelt en oppervlakte
overblijft.

De totale werkzame doorsnede wordt gegeven door

do
= [ —dQ 4.2
Otot / de ( )

4.2 Greense functies

18. Introduceer de verstrooiingsamplitude f(k,Q) en maak duidelijk dat in de asymptoti-
sche limiet r — co ¥(7) — e¥** % en bewijs dat 32 = |f(k, Q).

Beschouw een elastische verstrooiing in het referentiestelsel van het massa-middelpunt. De Schrédinger
vergelijking van de deeltjes is dan

(A + k)9 (7) = UF))(F) (4.3)
met A de laplaciaan, k% = 22E en U(¥) = 22V(¥). Veronderstel verder dat V (7) van korte dracht is
zodat ze sneller afneemt dan r~! wanneer » — oo, de Schrodinger vergelijking reduceert in dat geval tot
de vrije Schrodinger vergelijking.

(A+E)Y() =0 (4.4)
In deze limiet is er zowel een ingaande gecollimeerde golf als een uitgaande verstrooide golf.

De inkomende golf is een gecollimeerde, mono-energetische bundel, die we voor het gemak langs de
z-as leggen, en is dus een vlakke golf

Pin () = (4.6)
met een deeltjesdichtheid p;, = |’(/}7jn(F)|2 = 1 zodat de flux gegeven wordt door
hk
Fm:pmv:vzgz— (4.7)
m m
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Ver van het verstrooiingscentrum O is de uitgaande golf een radiale stroom van deeltjes.
eik'r

bl = 10, D)

waarbij f(k,Q) de verstrooiingsamplitude is die bepaalt hoeveel deeltjes in een bepaalde richting weg-
stromen. De golffunctie die aan de Schrédinger vergelijking voldoet moet dus, volgens vergelijkingen
en aan de onderstaande randvoorwaarde voldoen in de limiet r — oo.
) eikr
Y — € + |0, )|

(4.8)

(4.9)

Verder vinden we dat de deeltjesdichtheid van de uitgaande golf gegeven wordt door p, = |, (F)\2 =

2
M Omdat de verstrooiing elastisch is (en er dus geen kinetische energie verloren gaat), hebben de

verstrooide deeltjes een radiale snelheid v, = % Het aantal deeltjes dat per tijdseenheid in de ruimtehoek
dQ rond (0, ¢) verstrooid wordt is dan

hk
N(Q)dQ = F,do = pyv,(r2dQ) = — | f(kQ)?dQ (4.10)
m
mits de oppervlakte van een fractie van een bol dat een ruimtehoek df) bestrijkt gegeven wordt door
dQ
do = 4mr? — = r?dQ 4.11
o=dmrto— =r (4.11)
De differentiéle werkzame doorsnede is dan
do N
0= 7 = & (4.12)
19. Toon aan dat ¢(¥) — [G(F# — 7 U )Y(7)d>" de oplossing is van de Schrédinger
vergelijking (A + k2)y(7 ) = (F)z/)(i“') waarbij <p( ) de vrije-deeltjes oplossing is en de Greense
functie G gegeven wordt door (A + k?)G(¥ — #') = —6(F — 7). Bereken verder de Greense

functie waarbij je je beperkt tot de oplossing van een uitgaande sferische golf.

We checken eerst dat 1(7) een oplossing is. We weten al dat mits ¢(7) de vrije-deeltjes oplossing is
dat slechts een triviale bijdrage levert.

(A +E£)p() =0 (4.13)

We hoeven dus enkel de integraal in rekening te brengen.
(A + B = - / (A + R)G(F — 7 WU Y () a*r

/6 7 — 7 U(F)Y(F)d>r’ (4.14)
P(7)

Om de Greense functie te vinden, ontwikkelen we deze eerst in vlakke golven

0 ~7) = s [ G@ Ty
— (A+ )G ) = (2i)3 /( 2+ E)G(§)ed T8
Nu is 0ok 8(7 — 7) = (271r)3 /eia-mw)d (ARG ) (4.15)
= (—¢* +£)G(q) = —1
— G(q) = ﬁ

. . . N 1 - — v - v .
Kiezen we nu de richting van ¥ — 7 langs de g,-as zodat G- (¥ — 7' ) = q‘r -7 | cos 6, dan vinden we

. ., 1 eiq‘.(r;:'f'r»/) 5 1 T . “+o00 2eiq‘F7F"COSO
g(r—r):(27r)3/ q2_k2 dq:m/; Sln@d@/o qwdq

1 1 “+o00 q2 N 0
= ﬁ/ d(cos@)/ q2 1z 14| =7 cos dg (4.16)
+oo
/ (tq|r #| _ gialF r\)
a2 i |7 | q? ka
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Substitueren we als volgt in de tweede term ¢’ = —¢ = dg = —dq¢’ zodat de grenzen wijzigen naar als
0 — 0 en 00 — —o0, dan vinden we dat

g . o —+00 zq|7‘ 7 |d A 17
(F=7)= 47rz’r r’/ 2k ! (4.17)
Im(z)
Ic,
A
I(e) €l Re(z)
P —
x¥

Figuur 4: Contour voor de complexe integraal voor een uitgaande radiale golffunctie.

Het is overduidelijk dat het integrandum singulier is in de punten ¢ = +k, om deze integraal uit te
rekenen moeten we dus in het complexe vlak werken. Beschouw in plaats van het gegeven integrandum
de complexe functie

: F(2)
(z = (k+ig))(z — (k —ig)) Q(2)

We berekenen nu de integraal volgens de contour die weergeven staat in figuur [d] Het is duidelijk dat in
de limiet € — 0 en p — oo dat de integraal langs I(e) overeenkomt met de gewenste integraal. Om de
integraal langs de contour te berekenen gebruiken de residustelling (vergelijking van appendix [E]) en
het lemma van Jordan (vergelijking van appendix .

De residustelling geeft ons al dat

f(Z) _ eiz‘FfF" :g(z)eizﬁf? _ eiz‘FfF" (418)

I(e) + Ic, = 2miRes(f, k + ie) (4.19)

We zien dat deg Q(z) = deg F(z) + 1 zodat het lemma van Jordan garandeert dat

lim Ic, lim f(z)dz=0 (4.20)

p—+00 p—+00 c,

Nu hoeven we enkel nog maar de residu te berekenen.

o ’ B (k+i€)ei(k+ia)|ﬁ—;/|
Res(f,k+ie) =t (== (k+ie)/(e) = T = (4.21)

= lim Res(f, k +1ic) = = ekl
e—0

Tot slot hebben we dat

lim lim I(¢) = mie*™ ="
e—0 p—o0

1 k|77 (4.22)

—/

— - A
g(r T’) 47T|'r—

Merk op dat we hier technisch gezien é€én pool compleet verwaarlozen door deze buiten de contour te
laten. Wanneer we de inkomende radiale golfoplossing zoeken, zullen we de andere pool verwaarlozen.
Het is pas door beide polen in rekening te brengen dat men de staande golfoplossing bekomt. Dit is tevens
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ook het resultaat dat men zou bekomen al gebruik men de standaardmethoden om een complexe integraal
op te lossen. Dit illustreer ik kort in appendiz[F]
20. Toon aan dat het asymptotisch gedrag van ¢ (7) zich inderdaad herleidt tot (7)) —

eik:z + f(k, Q) etk

— en geef een uitdrukking voor de verstrooiingsamplitude f(,2).

©(7) = €% is een oplossing van de vrije golfvergelijking (A +k2)p(#) = 0. In dit verstrooiingsexperiment
is de randvoorwaarde een uitgaande radiale golf, we hebben dus
1 eik|7=|
G(F —F) = G*(F—7) = — ==
4 |r -7 f
1
— 0T = o)~ 5 [ G F - U (4.23)
T
. & 1 elk|F*'I" | o o 3
= Y(F) =" — — [ ——— 7 U )P(F)dr
A ) |7 -7

In de asymptotische limiet r — oo kunnen we ’F — F" in de exponentiéle benaderen zoals hieronder.

P 1/2
7| = [ =27 # 4022 = [1— T +o(12>}
T T

~ o
. 1
:T<1_r r>+0<>%r_’i;.f’/
T r

Hierbij is # een eenheidsvector, en hebben we gebruik gemaakt van het binomiaal theorema. Om

(4.24)

/| =

. 1 ..
|T‘ -7 te benaderen werken we analoog, maar snijden we de reeks vroeger af.

—1/2
o1 1 1
|7 — 7| 1:<1+(9<)> ~ - (4.25)
T r r

Nu vullen we vergelijkingen en in vergelijking in, zodat

elkT’

0(#) = et

4

/ IR Y Y (7)) P
1

] (4.26)
— f2) = 5 [ EUE

7

4.3 Lippmann-Schwinger theorie

21. Leidt de Lippmann-Schwinger vergelijking af in de toestandsruimte [¢+) = |¢)+Gi (E)V [ ).
We berken ons dus weer tot een uitgaande radiale golfoplossing.

We splitsen de Hamiltoniaan als H = Hy + V met Hy de vrije Hamiltoniaan. Zij nu |¢) en |¢)) ei-
gentoestanden van Hy en H respectievelijk, beide met dezelfde eigenwaarde E. We veronderstellen dus
dat ze beide hetzelfde continuiim spectrum hebben. Er geldt nu dat

(Ho+ V) [) = E )

= (E— Ho) |9)) = V [v) = (E — Hy) |¢) + V [1)) (4.27)

1 N
= W) =16+ =7 V1)

Merk op dat dit slechts een formele oplossing is mits (E — ﬁo)’l singulier is wanneer het inwerkt op
een eigentoestand. We geven dus de energie een infinitesimaal klein imaginair deel

) = |6 + —— G V) =100+ G5 ) (4.28)

E +ie—

. 5(8 —B o . . . N
We wensen nu de matrix elementen 15-5(-1‘)71;/)2 van QJ te kennen in de configuratieruimte. H, evalueert

= om

echter niet zo makkelijk in de configuratieruimte, we maken daarom gebruik van de resolutie van de
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identiteit om het matrix element als tussenstap te evalueren in de impulsruimte.
F65 [7) = [ & [ @lE) @16 ) BIF)

B d3 ~ / <p p> iy

/ / E +ie — g— <p|r )
3(p' —p)

a3y’ / d3 .

/ E +ie — —2 <p|r )
_ / d3 (7|P) <_’ />

E+Z€_%

(4.29)

waar we gebruik hebben gemaakt van de orthonormaliteit van de impulsruimte <f)/ ‘ ﬁ> = 0(p' —p). Verder
herkennen we ook de basisovergang tussen de configuratie- en de impulsruimte in het integrandum.

- 1 i S o] O N

("8 = eyt = (19) () = et

R 1 d3 er B (F— p/) (4.30)
— (G = <27rh>3/ PEtie— 2

2m

Nu gebruiken we de substitutie p = hi§ = p; = hg; :> dqZ = +dp; = d3q = ;5d%p. Als we deze

substitutie nu doorvoeren en rekening houden met F = 2 , dan vinden we het onderstaande
eiﬁ-(F*F’)
(Flg5 |#) = P
h2k2 . h2q2
2m +e - 2m

(4.31)

2m 1 eid (P
h2 (2m)3 / k2 + i’ — ¢?

We hebben hier ¢/ = 22’35 geschreven, maar in het vervolg laten we apostrof weg, dit omdat het simpelweg
een bijdrage is die infinitesimaal klein is, en we ze naar nul zullen doen naderen.
We zien wederom dat er singulariteiten in het integrandum zitten, we herschrijven deze even

@ =k +ic
1/2
=4 q::l:k<1+]€2+(9( ))
! (4.32)
=+ (k + % + (9(52))
i€
~+t|k+ —
()
waar we opnieuw &’ = % = ¢ hebben toegepast met een analoge redenering. We herschrijven nu finaal
de integraal als
1 i@ (F=7")
G |7y == / d’*q — (4.33)
P95 1) =7 Gy 6= G2 G %)
We zien dat in de limiet ¢ — 0 dat de integraal op een factor —-— * identick is aan die in Vergelljklng-,

we hebben dus als formele oplossing voor een uitgaande radiale golf het onderstaande.
L | S = = 2m .
(F|Gg |7) = G5 (F —7) = —ﬁgﬂr ) (4.34)
en dit is dus de fysische Greense functie die we nodig hebben in de Lippmann-Schwinger vergelijking.

) = 1) + G5V [¢7) (4.35)
22/23. Vindt nu de Born-reeks van |1)"). Wat is de Born approximatie?

We itereren nu de Lippmann-Schwinger vergelijking door de oplossing

[ty =1[8) + GV [vT) (4.36)
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opnieuw in zichzelf in te vullen.
%) = 16) + G5V [6F) + (G5 V) [97) + (G5 V)° o) + -

=<§§@Jvﬁ>w> (437

k=0

Het bovenstaande staat gekend als de Born-reeks. De Born approximatie bestaat erin alles na eerste orde
te laten vallen, zodat

Wty ~ 16) + G5V |9) (4.38)

4.4 Partiéle golfanalyse

24. Bekijk het asymptotisch gedrag van de oplossingen van de Schrédinger vergelijking in
een centrale potentiaal V(¥) die verdwijnt op oneindig. De oplossing is hier een lineaire com-
binatie van twee vrije oplossingen, de sferische Bessel- en Neumann functies. Voer de fase-
verschuiving in, gegeven dat in de asymptotische limiet p — oo geldt dat j;(p) — %Sin (p — %)

en n(p) — —%cos (p—1).

In een centrale potentiaal kan een oplossing van de Schrodinger vergelijking met E > 0 geschreven
worden als Ygim () = Rii(1)Yim (6, ¢). In de asymptotische limiet reduceert de Schrédinger vergelijking
tot de vrije radiale Schrodinger vergelijking

( 2 2d I(+1)

dr2 = rdr r2

+ k2) Rpi(r) =0 (4.39)

met als twee lineaire onafhankelijke oplossingen de sferische Bessel-en Neumann functies j;(kr) en n;(kr)
zodat in de asymptotische limiet r — oo

Ry (r) — k—lr [Al(k) sin (kr - l;) — By(k)cos (kr _ l;f)]

Ai(k) i _my Bu(k) cos | kr — I
Amw+&wvm(m 2> AR T Bi(h)? (k 2”

1
— —/A 24+ B 2
. 1(k)2 + By (k)

—&1(k)

ai (k) Ay (k)

0

B (k)
Figuur 5: Hulpschema om fase in te voeren

I

Al wil men deze uitdrukking herschrijven, dan is het handig dat we voorlopig verwijzen naar kr — -3

als 6 om notatie kort te houden. Beschouw nu A;(k), Bi(k) en a;(k) := \/A;(k)? + Bi(k)? als 3 zijden
van een rechthoekige driehoek met 6 één van de hoeken. Opdat Ry;(r) niet nul zou zijn, moet gelden dat

Ai(k) sin Bi(k)
ay N

= cosf (4.41)
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Deze configuratie binnen een rechthoekige driehoek staat weergeven in figuur o} We werken dit nu verder
uit om de uitdrukking te vereenvoudigen.

alk(f) sin (29 — g) — alk(f) sin (9 + (9 — g)) - alk(f) sin(9 . (_(51(]6‘))) (442)

— % sin(0 4 0;(k))

Hierbij is (—d;(k)) gedefinieerd als het complement van 6, maar we verwijzen er voortaan naar als de
faseverschuiving, zodat uiteindelijk

o Bilk)
tan(—9) = ) )
= §;(k) = —arctan (ijg:;)

Ik weet ook niet waarom de faseverschuiving §;(k) zo gedefinieerd wordt in de cursus, de hoek in figuur
@ “~61(k)” noemen leek me de enige methode om aan een min-teken te geraken voor de boogtangens.
25. Bepaal de verstrooiingsamplitude in termen van de faseverschuiving 0;(k).

Voor een centrale potentiaal V(#) en een bundel die invalt langs de z-as is f(k, Q) onafhankelijk van
de azimut ¢ en de asymptotische randvoorwaarde voor r — oo wordt
ikr

B(F) — % + f(k,0) 67 (4.44)

We kunnen dan 1 (7) ontbinden in partiéle golven, f(k,6) in Legendre polynomen, en e*** in sferische

harmonieken.

b(7) = $(r,0) = Y Ru(r)Pi(cos )
l

F(k,0) = (21 + 1) fi(k) Py(cos §) (4.45)

l
eikz _ eikrcos@ _ Z(Ql + 1)/L‘ljl(k'f')_Pl(COS 0)
l

Als we deze asymptotische limieten invullen in de randvoorwaarde [£244] dan vinden we, na wegdelen van
de Legendre polynomen, voor elke | de onderstaande randvoorwaarde.

c'kr (4.46)

Ru(r) — (2L + 1)itjy(kr) = (20 + 1) fi(k)

Beschouw nu opnieuw het asymptotische gedrag van de sferische Bessel-functies j;(kr) en de radiale
golffuncties Ry (r).

. . I
Ji(kr) — 7y Sin (kr — 2)

.
1 ikr—l —ikr;l
— % (6 1 — € (3 )
(4.47)
Riu(r) — “lk(f) sin (kr - %r + 5l(k)>

R al(k? (eikrfzeial(k) - efikrilefi&(k))
2kri

Als we dit nu invullen in vergelijking [£:46] dan krijgen we een gelijkheid in de asymptotische limiet.
k . - . . 20+ 1 - . ikr
L;lk(m‘) (ezkrfzeus,(k) . efzkrilefusl(k)) _ ( 2; )Z-lq (611@%-4 . efzkril) + (20 + 1) f1(k) 67 (4.48)
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Gelijk stellen van de coéfficiénten in e**" en e ~"*" levert een stelsel waaruit men de verstrooiingsamplitude
)

kan bepalen.

St e Wit = Gty 2R fy(k)
a(k) o—isy (k) -1 _ (21+1).21-1

2kr 2kr

a(k)er®)i==1 = (21 + 1)i~t + 2k(20 + 1) fi(k)
ai (k) = (21 + 1)iter )

s Q2idi(k)y—l 1 2% fy(k) (4.49)
Q2i0i(k) _ 1 idu(k)

= filk) = ——— = ——sin(&(k))

67; l( )
= f(k,0)=> (21 +1) lk sin(6;(k)) Py(cos )
l
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5 Benaderingstechnieken

5.1 Niet-ontaarde storingsrekening
26. Leg uit hoe men perturbatie reeksen opzet van tijdsonafhankelijke perturbaties. Bere-

. . . 0
ken de eerste en tweede orde correcties op een niet-ontaard niveau ET(L ).

Beschouw een tijdsonafhankelijke Hamiltoniaan H=Hy+\V' waarbij AV’ een kleine perturbatie voor-
stelt en Hy de ongestoorde Hamiltoniaan is met exact gekende energie-eigenwaarden en eigenfuncties die

voldoen aan
( >> - EO ’¢£L°>> A < Ot > =5, (5.1)

We wensen nu het Schrédinger probleem H [thn) = Eyn |tn) op te lossen. Als A — 0 dan weten we in
elk geval al dat

Hy

1 = (0) 1 =
)l\li% E, = E, A )1\11% |wn>

) (5.2)
Dit motiveert ons om de energie en de golffunctie te ontwikkelen als machtreeksen, waarbij de index k de
orde van de perturbatie aanduidt.

oo

=> MEF A |¢n>:ixk
k=0

k=0

o) (5.3)
Als we nu deze machtreeksen invullen in de Schrédinger vergelijking, dan vinden we
R R (oo} o0 (oo}
(Fo+ A7) 3o Akl = (Z /\kE,(f)> (Z Al ¢,<P>>
kf —
b A
= 3Nl ) + ZA’“V’ YD) = Zz/\kE(l
k=0

k=0 (=0
o 19} = £ [0
Ho ¢r(zk)> +V ¢£Lk71)> = Zfzo BY

@) .,

=

7(lkfl)> k> 1

waarbij we in de eerste overgang de substitutie £ + 1 — k hebben doorgevoerd in de tweede term, en
het Cauchy product hebben gebruikt in het rechter lid. Nemen we nu met die onderste vergelijking het

scalair product met

(0)> dan vinden we

(00| fo|w) + (w7

k
(k=1)\ (D) { 4(0) | (k=1)
st =3 0 s )
k
(F=1)\ _ (1) (4 0) | (k=D)
) S E, (0|0

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de hermiticiteit van de Hamiltoniaan.
Voor k = 1 vinden we nu via de orthonormaliteit van de nulde orde golffuncties een uitdrukking voor

de eerste orde energie-correctie.
B0 4082+ (0199 50 () 0 (109
— B = (p0]V]00)
Voor k = 2 vinden we nu een uitdrukking voor de tweede orde energie-correctie.

B (p@[u2) + (00| V]u) = BO (v ]@) + ED <w<°) )+ ED (w0 wl?)
)= 80 (0l - (0]~ )
(5.7)

(5.5)
= D (v0|ul) + (w]V"

(5.6)

— E® = <w7(10)‘f/’
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27. Vind de eerste orde correctie op de golffunctie en vindt hiermee een alternatieve uit-

drukking voor E,(LQ) .

We ontwikkelen 1/},(11)> in de complete orthogonale set { ¢§0)> \Vz}
sz

en substitueren dit resultaat in vergelijking voor k = 1. Dit geeft ons

Als) -y = 20 ) 50| )

5.9
= (- B3 ) L) = (B -7 [ o)
k 0
Nu nemen we hiermee het inproduct met ‘wl(0)>.
(B - BO Z aly) o, = BV, — Vi,
= ay) (B - ESLO)) ED b1 — Vi, (5.10)
EN =v,, I=n
= 1 V/
aELl) = 7E$§’LE§°> I#n

Hierbij is V), = <w{°)’f/’
finale uitdrukking.

£0)>. Substitueren we nu vergelijkingen en [5.10[ in dan vinden de

B0 = (0] 0ot = (0o 20|52l
k=0
=3 (Ve = Vinonidoun) = > asidVie
k= k#n
000 Y 00 Y f (5'11)
_ anVnk _ Z (‘/nk) Vnk
0 0 0 0
¢kE£L)—E1(c) n;ékE( ) Eii)
&l
0 0
= ET(L) E( )

5.2 Ontaarde storingsrekening

28. Vind de eerste orde energie-correctie op een ongestoord niveau met m-voudige ontaar-
ding.

We veronderstellen dat de ongestoorde toestanden orthogonaal zijn < 7(3) 7(105)> = 0ps. Zij nu XS)T)>
de gepaste lineaire combinatie van n(; > zodat
lim o) = ¥ ) (5.12)
A—0
Mits Er(LO) m~voudig ontaard is, is verder E,(B) = E,(LO).
Beschouw nu onderstaande reeksontwikkelingen.
[nr) = [ ) + ZA’“ g®) A Ba=EO+ Y AEW (5.13)

k=1
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We voeren nu deze reeksontwikkeling in de Schroédinger vergelijking in.

o 30 2 + o 03l = (04 3ot ) () + 30 i)
k=1 =0
= H [}9) + HoM [l ) + 47 [x9) + ZA’“V’ P
co k
= E(O nr )\k nr + + >\k /I'LT' k l)
)+ S () + 50 ) + 553 e ot
(5.14)
Voor k =1 vinden we nu
o [00) + V7 [(2) = B W9 + B0 [ui2) (5.15)
We nemen hiermee het inproduct met XELOS)> om het finaal resultaat te vinden.
B9 (02 ) + (W0[77 @) = D (xQ2) + B (w2
= EQd = <x£:?2 V@) (5.16)

@)
29. Stel en bewijs het Feynman-Hellmann theorema.

Veronderstel een Hamiltoniaan H()\) die afhangt van een parameter A met eigenwaarde F()\) en ei-

gentoestand [1(A)) zodat H(N) [¢(A)) = E(X) [(N)), dan geldt dat

OH(\)
oA

Bewijs: De toestand [1)(\)) is op één genormeerd zodat (p(A)|H(N)|Y(N)) = E(\). Als we deze
uitdrukking nu afleiden naar A, dan krijgen we het Feynman-Hellmann theorema.

_ OB

WO ) = (517)

@&” A(A)’¢(A)> + <¢(A)lag—9)\¢@)> + <¢(A>‘ff@) &g(AA)> _ ag(AA)
= 2 [( 200+ (w| 2] + won g o = 252
= (WO + ()| 2B X ) = 2B (5.18)
= E(.f;(l)f W) 2 ) = PP
) 2y = 2EQ)

5.3 Tijdsafhankelijke storingstheorie
30. Voer het interactiebeeld in. Aan welke toestandsvergelijking voldoet [y(t)),?

Beschouw een Hamiltoniaan met een tijdsathankelijke potentiaal H = Hy+ V(t) met Hy de vrije tijds-
onafhankelijke Hamiltoniaan. met exact gekende orthogonale eigenfuncties.

W) A (u

Veronderstel dat men de golffunctie op tijdstip ¢t = 0 kan ontwikkelen in termen van de complete ortho-

gonale set {‘1/11(0)> |Vz}

o |u) = 50

¢§;J>> — bm (5.19)

=3 e(0) ’¢,§°>> (5.20)
k
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en dat deze evolueert in de tijd volgens

[6(6) = e F A [p(0)) = Y ent)e HE [uf”) (5.21)
k
waarbij de tijdsafhankelijkheid ten gevolge van Hy afgezonderd werd in de exponentiéle e_%EEO)t, en de

tijdsathankelijkheid ten gevolge van V (t) opgenomen werd in de coéfficiénten ¢;(t).
De tijdsafhankelijkheid ten gevolge van Hy kan geélimineerd worden door over te schakelen tot het
interactiebeeld. o o o
(), =eroty(t)) A O(t) = entlotQemn ot (5.22)

In het interactiebeeld wordt de golffunctie dus gegeven door het onderstaande.
) =3 @) |u”) (5:23)
k

We nemen nu de parti€le tijdsafgeleide van deze functie en vermenigvuldigen met A, dit levert via de
Schriodinger vergelijking een nieuwe toestandsvergelijking.

i oy, = inl

o = (eFr (o))

i f - 5.24
= ekt [ fly + (B + V(1)) | 1) (524
= ety (p)em R Hoteh ot yi(1)
= Vi(t) [v(t)),
We hebben nu een toestandsvergelijking voor [¢(t));.
9 X
ihoy () = Vi) [0 (), (5.25)

31. Voer de evolutievergelijking in het interactiebeeld in. Aan welke differentiaalvergelij-
king voldoet de evolutie-operator U, (t)?

Beschouw de evolutie-operator in het interactie beeld U 1(t) waarvoor geldt dat

(1), = Us(t) [1(0)), (5.26)
We voeren nu deze uitdrukking in de toestandsvergelijking van |¢(t)); (vergelijking in.
9 X
thoy [0(8) = Vi(t) [ (1)
= i (Ur(0) W (O)), ) = Vi) (1) (0)), (5.27)
— i S () = V(o) 1)

Dit is de evolutievergelijking van de evolutie-operator met randvoorwaarde Ur(0) = 1.
32. Stel de Dyson reeks op voor U (t). Voer de tijdsordeningsoperator in.

Een oplossing voor de differentiaalvergelijking met randvoorwaarde U 1(0) = 1 wordt gegeven door

- 1

y(t) =11 /0 Y (0 (5.28)

Als we nu deze oplossing itereren dan vinden we

Ur(t)=1- ;/Ot Vi(t) [i - ;/Otl ‘Aﬁ(b)al(h)dt% dt,

R i t i 2t t1 R . R
1——/ Vi(ty)dty + <) / dtl/ dto V(1) Vi (ta) U (t2)
h 0 h 0 0
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Al zouden we deze uitdrukking blijven itereren, dan vinden we de Dyson reeks.

i) =1 +§ (—h) / L, / L / T T )V (1) - Vi () (5.30)

Merk op dat de tijdsvariabelen geordend zijn volgens
t>t >tg> - >t (5.31)

Beschouw onderstaande integraal.

/t dty /t dth[(tg)V](tl) (tQ > tl) (532)
0 t1

Beschouw bovendien figuur [f] De rechter figuur is equivalent aan de linker figuur, maar gedraaid over
90°. Het is duidelijk dat het blauwe gebied en het paarse gebied hetzelfde zijn. In het blauwe gebied is
het intuitief om te stellen dat 0 < ¢ < t terwijl t; < to < t. Dankzij het paarse gebied zien we dat het
equivalent is om te zeggen dat 0 < t5 < t terwijl 0 < t; < 5.

to >t1 t1 =12 t1 = t2
AN t t AN
to to > tq t1
0 . . 0
> <
t1 to

Figuur 6: Schematisch hulpmiddel voor de integratievariabelen.
We passen nu deze kennis toe op de integraal in vergelijking

t t R . "t rl2 . R
/ dt, / At Vi (b)) Vi (1)) = / dts / At Vi (k) Vi (1) (5.33)
0 ty 0 0

Als we nu in het rechter lid de dummy integratie variabelen t; en t5 omwisselen, dan vinden we de
integraal uit de tweede term van de Dyson reeks terug.

/Odt1 /t dtQVI(tQ)VI(tl):/O dt1/0 AtV (8) Vi () (5.34)

We zullen dit resultaat gebruiken om de tweede term van de Dyson reeks te herschrijven.

t1
/ dtl/ dtaVi(t)Vi(te) = U dtl/ At Vi (8 Vi (t) / dtl/ At Vi (1 Vl(tg)}
- U dtl/ At V7 (41) Vi (t2) + /dtl/ dt, Vi ( @)V,(tl)}

We zien nu dat de integratiegrenzen van to elkaar mooi aanvullen in de twee termen. Het probleem is nu
dat de integranda verschillend zijn. Voer daarom de tijdsordeningsoperator in.

(5.35)

r(ieovie) = {005 5 53
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Hiermee wordt de tweede term

/dtl/ At Vr(1)Vi(t2) = 5 [/ dtl/ dtsT (VI Vi ( tQ /dfl/ dtsT VI (ts Vf(tl))]

1

-1 dtl / atT (Vi()Vi (1))

(5.37)

Dit resultaat kan zonder bewijs veralgemeend worden naar hogere termen. Hiermee wordt de Dyson reeks

530
z)I(t):k O(—) k'/ dtl/ dty - /dtkT (V,(tl)vl(tQ)...VI(tk)) .

rlon (-4 s

33. Stel de gouden regel van Fermi op om de transitiewaarschijnlijkheid per tijdseen-

heid voor een constante perturbatie die begint op ¢ = 0 uit te drukken, gegeven dat
lima—s oo Sma;(;“) = n(x). Je hoeft niet voorbij eerste orde te rekenen.

Veronderstel dat op ¢ = 0 de eigentoestanden van H, ‘w§0)> is zodat |¢(0))
geldt dat

¢£0) > Bovendien

D= a® ) A ), = U@ ), = U®|e”) (5.39)
k

Al nemen we nu het inproduct met

© )> dan vinden we

enlt) = (w0t (5.40)

Als we nu de Dyson reeks [5.30] invullen, en de k-de orde termen associéren met de k-de orde correcties

k .
| )( t), dan vinden we voor nulde- en eerste orde

ngo) (t) = Oni
.t
i) = [ do (u|v
0
.t
-t (0)
. /0 dty <¢n e

.
_ i / At Vi (1)
h Jo

(t1)

v

R0t ()¢~ o (541

)

.. E(O)—Efo) 0
Waarbl‘] Wni 1= % = —Win, Vnz(t) = < ’I€L)

V(t) ‘1/)2(0)>, en waarbij we gebruik hebben gemaakt van
de definitie van een operator in het interactie beeld. De transitiewaarschijnlijkheid van een initiéle
toestand 1/)50 naar een finale toestand %(Lo) is dan

oo

(i —n) Z (5.42)

Beschouw nu een constante perturbatie.

V(t) = {0 b<0 (5.43)
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Voor zo’'n perturbatie vinden we als correctie coéfficiénten

C%O) (t) = (5»,”

. t
D) = -1v,, / dtycient
L h U

Vni iwni 5.44
ST g Y o
_ Vni (1 _ eiw’“t)

E7(LO) - E.i(0)
Uit de goniometrie weten we dat
|1 — ew‘Q = (1 — ew) (1 — efw) =14+1—¢% ¢
=2—2cosf =2—2(1—2sin*(0/2)) (5.45)
= 4sin*(0/2)

Bijgevolg kunnen we ook schrijven dat

2 4 ni 2 E7(10) - E(O)
D) = AVl e (B B (5.46)
" © _ -0)]? 2h

Vaak zijn we echter meer gel’nteresseerd in de transitie naar een groep finale toestanden in het interval
[ESLO) —n,EY + 77} gecentreerd rond EY. Zij nu p(E) de dichtheid der toestanden zodat p(E)dE het

totaal aantal toestanden is in het interval [E, F + dE].
De transitiewaarschijnlijkheid naar de groep finale toestanden is dan tot op éérste orde

/ dE©)p (Eﬁp)) P(i —n) = / dE©), ( Eff))

(0) _ 1(0) 2 5.47
= 4/sin2 En —E t [V ( (0)) 4E© (5:47)
2h ‘E(o 0)‘ " "
n

We weten uit de gegevens dat

2
o)

.2
. sin“(ax)
ah_)rrgo = () (5.48)
" EQ_g©
Zijnu @ =t en x = 25—, dan vinden we in de limiet { — oo dat de transitiewaarschijnlijkheid

gegeven wordt door

0 (0 ‘E(O _ E.(O)‘ 2
4/7r5 En B ), L (E(O)) dE©®
2K (2h)2 ‘E(o) _ E_(o)‘2 " "

= 47r/ LIVM-P(S <E7(lo) _ Ei(O)) o (Er(lo)) dEO (5.49)

Vol ()

Het feit dat voor grote t de transitiewaarschijnlijkheid evenredig is met ¢ impliceert dat er voor grote
t ook een constante transitiewaarschijnlijkheid is per tijdseenheid, dit noemt men de gouden regel van

Fermi.
P /dE<0>,o (E(O)) ‘d”(t)‘ tpo —27T|V %p (E<0>)
1—=n dt n n n ni n

5.4 Variationele methode

EQ=E®

I (5.50)

34. Bewijs dat de functionaal E(¢) = % een extremum bereikt voor elke eigenvector
|t,) in het discrete spectrum van de Hamiltoniaan, en dat de extreme waarde de bijhorende
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eigenwaarde E,, = E(¢,) is. Bewijs bovendien dat voor elke |¢)) E(¢) boven de grondtoe-
standsenergie ligt, i.e. E(v) > Fj.

We voeren het bewijs uit in twee delen.
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Deel 1

Op|Hlp) | (@|H|SY)  (YIH|Y)

OF = ) + Wy W)’ ((6¥[Y) + (¥[6y))
_ (SY[H[Y) + @IH|GY)  E(@) (5.51)

= (W) OE = (0y|H —~ E@)Y) + (V|H — E(¥)|6y)
|0¢) en (d1| zijn onathankelijke variaties zodat wegens de hermiticitiet van de Hamiltoniaan geldt dat
(71— BEw)) [v) =0

(Y] (H - E(¢)) —0 (5.52)

Wegens de hermiticiteit van H is E (¢) = E*(v) zodat beide vergelijkingen equivalent zijn, en dus bereikt
E (1) een extremum voor een vector die voldoet aan

Hy) = E(W) ) (5.53)

Mits 1) een eigenvector is, geldt dat

Hp) = H o) = En [) = E() [4)

(5.54)
Deel 2
Als |[¢) normeerbaar is, dan kan ze ontwikkeld worden in haar discrete eigenbasis.
) =D [e) (wnle) (5.55)
k
Voor het energieverschil E(¢) — Ey vinden we nu
(W1 H — Fol) (Vlvr) (xlv)
B() — By = 7 — 20 _NT (g, py) YR R
(W) =B = = = 2 (B B
ICIEA o
= Er — E
ka k= o) )
Mits E,, > Eo, |(¥]¢r)]* >0 en (¥]¢) >0 (i.e. [¢) is normeerbaar), moet gelden dat
E()) > Ey (5.57)
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6 Relativistische kwantummechanica: de Dirac vergelijking

6.1 Dirac vergelijking

Nog voor u hier verder leest, is het misschien eerst handig dat u appendiz [A] nog eens goed doorneemt.
We maken immers volop gebruik van tensor notatie, index raising en index lowering.

35. Leidt de Dirac vergelijking af. Eis een Hamiltoniaan die lineair is in de ruimtelijke
afgeleiden, eventueel met matrix coéfficiénten, en eis dat deze voldoet aan de Einstein re-
latie. Aan welke voorwaarden moeten de matrix coéfficiénten voldoen? Toon aan dat de
kleinste dimensie waarin we kunnen werken 4-dimensionaal is, dit geeft de Dirac represen-
tatie.

Stap 1: lineariteit van de evolutievergelijking.

De Schrodinger vergelijking ih%w = M1 is lineair in de tijdsafgeleide. Opdat deze vergelijking rela-
tivistisch invariant zou zijn, moet de vergelijking ook lineair zijn in ruimtelijke afgeleiden. Dit levert
onderstaande vorm.
0 he 0 0 0

h—1) = — — w=H 6.1

’ 8151/} i ( 'Oz 1+a28x2+a38x3)w+ﬂmcw v (6.1)
De golffunctie is hier echter geen Lorentz-scalair, mits de waarschijnlijkheidsdichtheid ¢9* de tijdscompo-
nent van een 4-vector is. De coéfficiénten «; en 8 mogen ook geen scalairen zijn, anders is de vergelijking
niet invariant onder rotatie. Het is dan logisch om te stellen dat i) een N-dimensionale vector is, en dat
de coéfficiénten a; en 8 N x N-matrices zijn.
Stap 2: Einstein relatie.

De Einstein relatie stelt dat
H? = m?c* + p*c? (6.2)
Laat ons nu kwantum correspondentie toepassen, i.e. we vervangen de grootheden door hun operatoren:
— —ihV en H — ih%.
82
_R2 =
ot?
Om te checken of de Dirac vergelijking hieraan voldoet, laten we de Dirac vergelijking op zichzelf inwerken,
i.e. we itereren.

— m2t — 22V (6.3)

(6.4)

e KZ )Wg(iaf”ﬁ)]

Merk op dat de coéfficiénten «; en 8 constant zijn, we mogen ze in het vervolg dus voor de afgeleiden
zetten. Omdat ¢ een dummy index is, kunnen we de eerste term kunnen we herschrijven.

P 3 P4
(; " ) - Zaz Y i

Mw

=1 j=1
1 0%
1 . 6.5
2 [az J@xia i i g (6:5)
3 3
1 9%
- 5;;@% + 05 50
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Als we dit resultaat invullen in vergelijking dan vinden we

92 v h2 2 3 52
— 2 — [
"o 2; iy + 00) B e
' (6.6)
| hme? >
“= Y (@B + Baw) 5 ¥
1=1

Als we nu deze vergelijking nu vergelijken met vergelijking dan zien we dat aan de Einstein relatie
voldaan wordt indienf]

{ai, a5} = iy + aja; = 20,1 Vi, j € {1,2,3}

{ai, B} == i + Pa; =0 Vi (6.7)

a?=p%=1 Vi
We checken dit, en zien dat als we dit invullen in vergelijking dat we inderdaad terug de Einstein
relatie [6.3] bekomen.

3

0% 0%
_p2 _ 2.2 2 24
T ;;”613: pFrmicy
3 6.8
:_h202za? :pQ +ﬁ2m204¢ ( )
i=1
——h20262¢+ﬂ2m264¢

Stap 3: hermiticiteit van de Hamiltoniaan.

Als we willen dat H hermitisch is, dan moeten de coéfficiénten «; en 3 dat ook zijn Mits a? = 2 = 1
moet ook gelden dat hun eigenwaarden 41 zijrﬁ Verder vinden we ook voor i # j.

a0 + ooy a; B8+ Ba; =0 (6.9)
= o = —000y B = —a;Bay (6.10)
= Tr{a;} = Tr{—a;0q;} Tr{8} = Tr{—«;Ba;} (6.11)
= Tr{a;} = — Tr{a;} Tr{f} = - Tr{8} = Tr{a;} =0 {5} =0 (6.12)

We hebben hier gebruik gemaakt van de cyclische eigenschap van het spoor: Tr{AB} = Tr{BA}. Het
feit dat de matrices spoorloos zijn, en het feit dat de eigenwaarden +1 zijn, impliceert dat de matrices
even-dimensionaal zijn.

De mogelijkheid N = 2 valt al weg omdat er slechts 3 lineair onafhankelijke, spoorloze 2 x 2 matrices
zijn waarvan hun kwadraat 1 is, dit zijn de Pauli-matrices

o) = <(1) (1)) o2 <? _0’> o3 = (é _01> (6.13)

De coéfficiénten zijn dus minstens 4 x 4, deze minimale representatie leidt tot de Dirac representatie.

a; = (2 ‘6) 8= (3 _01> (6.14)

36. Leidt een continuiteitsvergelijking af in termen van een positieve waarschijnlijkheids-
dichtheid en een stroom dichtheid.

We vermenigvuldigen de Dirac vergelijking links met het hermitisch toegevoegde van de golffunc-
tie .

29t By (6.15)

h’l/)+ hC Z ¢+

51k zal hier al stellen dat 1 de eenheidsmatrix voorstelt, maar niet voor één bepaalde dimensie, deze zal telkens blijken
uit de context.

6Als een matrix diagonaliseerbaar is, dan zijn de eigenwaarden de diagonaal elementen. Het kwadraat van een diago-
naalmatrix is opnieuw diagonaal.
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We nemen het hermitisch toegevoegde van de Dirac vergelijking, en vermenigvuldigen rechts met 1.

3
—m(&ﬁ>¢=—ﬁ? ég:%¢+m8MW¢ (6.16)

7

ot

Als we nu vergelijking [6.16] van [6.15] aftrekken, dan vinden we

0 he om0
ih (6F0) = = 37— (v ai)

=1

(6.17)

9 4 = 9 +
= — - ) =0
o (V) + 2 g (VTaw)
Jdp = =
= —+V-.J=0
ot "
waarbij p = 1T de positieve waarschijnlijkheidsdichteid is mits ¢+ = Zi:o Vi, = Zi:o |1p(,|2 >0,
en waarbij J; = ¢yt a9 de drie componenten van een waarschijnlijkheidsstroom dichtheid voorstellen.
6.2 Covariante vorm van de Dirac vergelijking
37. Introduceer de gamma-matrices 7" en herschrijf de Dirac vergelijking als (p — mc)y =

(ihd — me)p = 0.

We vermenigvuldigen de Dirac vergelijking met 2 en brengen alles naar het linker lid.

c

L1, 0 0 0 0
ih [Cﬁat-i-ﬁalaxl +6a2@+5a3$ P —mecyp =0 (6.18)
Definieer nu 4% := 8 en ¥* := Ba; en houd rekening met het feit dat de afgeleide genoteerd wordt als
O = a% waarbij dy = %% zodat
(ihy" 0y — me)yp =0 (6.19)
Definieer dan de Feynman dagger als
Ya, =a0—7-a (6.20)
zodat
(ihd — me) =0

s (P me = 0 (6.21)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de definitie van de 4-impuls operator p* = iho" <= p, = ih0,.
38. Wat is de voorwaarde waaraan D(A) moet voldoen opdat de Dirac vergelijking covari-
ant transformeert onder Lorentz transformaties gegeven dat a'# = A¥, z¥, A“/\A”ng = Oy,
en /(z') = D(A)Y(z) = D(A)Y(A~'2") waarbij g, = g"” = diag(1, -1, -1, —-1).

De relatie tussen een waarnemer O en een waarnemer O’ is een inverse transformatie zodat

_ {zb(x) = DA () (6.22)

Beschouw nu de Dirac vergelijking voor een waarnemer O.

(ii’w“ai# - mc> P(x) =0 (6.23)
Gebruik makend van ¢(x) = D(A)~1’(2") vinden we
0
(ﬁw“Duwl&ﬂtnuIKA)l)¢%f)O (6.24)
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We herschrijven nu de afgeleide.

0 oz’ 0 7]
— = = A 6.25

ox* Ozt Oz  Ox'v  H ( )
We vullen nu dit resultaat in in vergelijking en vermenigvuldigen links met D(A).

H 8x/l/
De Dirac vergelijking is dan Lorentz covariant wanneer
7 —1Av _ v
D(A)Y*D(A)™AY, =~
= A, = D(A) "'y D(A)

<ihD(A)7“D(A)‘1A” - mc) P(2) =0 (6.26)

(6.27)
We zien hieruit dat v* transformeert als een 4-vector.

39. Beschouw een infinitesimale Lorentz transformatie A”, = 6", + Aw"”, en schrijf D(A) =
1- i'oWAw“”. Waaraan moeten de 0, voldoen? Bewijs dat 0, = %[Vm%] een oplossing is
van de vereiste. Schrijf een algemene vorm van D(A) op.

Stap 1: eerste voorwaarde op o, .

We weten dat tot op eerste orde in Aw geldt dat

A“/\Ayﬁguu = 9k
— (5M)\ + Aw“)\) (5V/<; + Awym) gp,y =9k
= 5”/\5”,€g/w + 5”/\Aw”,ﬁgm, + 5”5Aw“)\gw = G,

] h (6.28)
— 9rk + Aw kI + Aw )\g;,em = 9xk

< AUJ}\K + AUJN)\ = O

— Aww = —Aww

waarbij we in de laatste implicatie simpel weg de niet-dummy indices A en x hebben herlabeld naar i en
V.

We zien hier dat Aw,,,, anti-symmetrisch is. Als dat het geval is, dan moet ook o, anti-symmetrisch
zijn opdat D(A) hetzelfde zou blijven.

Stap 2: tweede voorwaarde op o, .

We vullen nu D(A) in vergelijking in. Tot op eerste orde geldt nu
v 7: « v /L. K
A, = (1 + ioaﬁAw B) ¥ (1 - ZUMAM\ )
v v v 7: [e3 v v e
= Y, + AW, =" + 1 [UQBAw BV — o 045w ﬁ] (6.29)
v i af v v
— AW, = ZAOJ [Jaﬁy - O’aﬁ]

In de eerste overgang hebben we de dummy indices A en x vervangen door « en 3, dit mag omdat we enkel

op eerste orde werken en er geen menging van indices kan voorkomen. In de tweede overgang hebben we

Aw®? buiten gebracht omdat we uit de vorm van de Lorentz transformatie dat dit een scalair moet zijn.
Omdat Aw,,, anti-symmetrisch is, vinden we bovendien dat

Aw”ufy" = Aw”ﬁgﬂﬂﬂy“ = Awo‘ﬁcsyagﬂufy“ = Awaﬁél’a"m
1 14 v
= 5 (A8, 75 + Aw6” 570 (6.30)
1 « 14 v
= 5Aw P (6% — 6"5%a)
Uit vergelijkingen en [6.30] zien we dat

) 1
1007 [707” = 7" 00g] = 5867 (a5 = 8570)

2

— fhu’aa } _ (5ua 5 — 5U,5’Ya) (6.31)
= [7",045] = 2i

(0”478 — 6"5%a)
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dit is een tweede voorwaarde waaraan o,z moet voldoen.
Stap 3: 0, = 4[,,7] voldoet aan de voorwaarden.

Met deze uitdrukking is triviaal aan de eerste voorwaarde voldaan wegens het feit dat de commutator anti-
symmetrisch is. Om de tweede voorwaarde expliciet te checken maken we gebruik van de anti-commutatie

relatie {Va, 75} = 29,51 = V8V = 29,51 — Va7p zodat

174 i 7: v v
7" 5he 6l = 5 17 (a8 = 787a) = (Yavs = V872) 7"
Ly . (6.32)
=5 [0 (2778 = 29a51) = (29278 — 20051) 7"]
=i (Y'Y — Ya¥87")
Mits g,,,9* = 4, vinden we ook dat
Vo = 20501 — Yavr
= 795370 = 20ral — Va7V Gur
= 795,09 Yo = 20209™ 1 — Y0V 9ur 9™ (6.33)

— 'yﬁéﬁ”%t =28",1—y,7y"0,."
= 7" =20",1 = 727"
= 157" = 20"31 — "

Als we de laatste 2 uitdrukkingen van vergelijking [6.33] invullen in vergelijking dan vinden we dat
de tweede voorwaarde inderdaad voldaan wordt.

[’y”, O’aﬂ] =4 [(25”a — YY) Y8 — Ya (25”5 — ’y”'yg)} =2 (§”afy[3 - 5”ﬂ’ya) (6.34)
Stap 4: D(A).

De infinitesimale Lorentz transformatie wordt nu gegeven door

DA)=1- %U/WAW’“’

1
=1+ g[’Ym’Yu]Awml

(6.35)

Voor een eindige Lorentz transformatie vinden we dan

1 wh \
) (6.36)

= exp (sh“’ %]W””)

waarbij we de onderstaande definitie van de exponentiéle functie hebben gebruikt.

exp(z) := lim (1 + %)n (6.37)

n—oo

6.3 Toegoegde spinoren

40/41. Wat is de definitie van de toegevoegde spinor ¢? Hoe transformeert de toegevoegde
spinor onder Lorentz transformatie gegeven dat /(') = D(A)y(z) en D(A) = exp (§[vu, w]w™™)

Nog voor ik hier ook maar iets uitwerk, zal ik al onmiddellik stellen dat er hier vaak vy, en " in
elkaar worden gewisseld. Dat mag mits de gamma-matrices goed gedefinieerd zijn in termen van de
Pauli-matrices. De index heeft volgens mij niet hetzelfde belang als een typische vrije index die covariant
of contravariant is.

De toegevoegde spinor is gedefinieerd als

d(x) =T (2)y” (6.38)
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We bekijken nu hoe deze transformeert, gebruik makend van (y9)% = 82 = 1.

Y =P =y = (Dy)Ty°

_ (6.39)
— 7/1+’}/0’}/0D+ 0 _ w’YODJr’YO

We hebben nu dus een uitdrukking nodig voor DT. Uit de gegeven uitdrukking voor D halen we

1 v
exp (8[7”7’711] u/L ) (610)
Nu werken we de commutator uit.

D)™ = (Fvf =) = =[] (6.41)

Om de commutator nog verder uit te werken, hebben we dus een uitdrukking voor fy:[ nodig. Uit de
definitie halen we

()t =p8* () = (Bai)* (6.42)
=p =afpt (6.43)

= wo;f (6.44)

= — By (6.45)

= —~ (6.46)

waarbij we gebruik hebben gemaakt van de anti-commutatie relatie {«;, 8} = 0. Verder geldt ook voor
p# v dat {7,,7} =0, en wegens (v9)> =1 = en het vorige volgt dat

{'Y;M'YV}:O

0.1 1.0

=77 =77
i _ 0.0 (6.47)

= =7 =77

= (7)F =7"""

Uiteraard geldt ook dat (4°)* = 4%9°4% zodat we vinden dat
(v)F =240
= [, %] = o0, Y0770] = Y0 1o (6.48)
= [IVM»’VV]JF = _'70[7;“71/]70

Als we dit resultaat nu invullen in vergelijking [6.40, dan vinden we

1
D =exp (870[%7%]7000’”) (6.49)

Als we deze uitdrukking zouden Taylor-expanderen, dan zouden we zien dat we 7 kunnen buiten brengen,

dan hebben we )

Dt =7 exp <8m,%}w"”) 70 =4"D714° (6.50)

Vullen we dit resultaat in vergelijking stoppen, dan vinden we finaal
P =9y’ D71% = D! (6.51)

42. Bewijs dat de behouden waarschijnlijkheidsstroom J# = ¢)y*¢) Lorentz covariant trans-
formeert.

We gebruiken simpelweg vergelijkingen [6.27] en |6.51

JH = 'y = cpDTINH D = cAF "y

6.52
=AM, J” (6.52)
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43. Hoe transformeert een Dirac spinor onder pariteitstransformatie (en waarom is dit de
juiste transformatie)? Definieer v; = i7’y17?y3 en bewijs dat 1751 als een pseudo-scalair

transformeert onder de pariteitstransformatie, i.e. het krijgt een minteken.

Deel 1: De pariteitstransformatie.

De pariteitstransformatie wordt gegeven door &’ = —& en t’ = t wat een oneigenlijke Lorentz transforma-
tie is met (A¥,); = diag(1, —1,—1,—1). Zij nu D(A;) = P de representatie van de pariteitstransformatie
P, deze moet voldoen aan

PP = (N,) "
= PP =4 A Pl4iP=—4 (6.53)
= PTIy"P=(y")"
Door dit te vergelijken met zien we in dat
P = ¢y, (6.54)

met @ een fase. Onder rotatie van 360° verandert de spinor van teken, er is dus een rotatie van 720°
vereist om de spinor op zichzelf af te beelden. Er zijn dus 4 keuzes voor de fase factor e'?, namelijk +1
en +i. Onder de pariteitstransformatie hebben we dus

U(@) = P (@) = ey p(-a, 1) (6.55)

De spinor ¢ transformeert op 2 manieren: als ruimte-inversie (orbitale pariteit) en als transformatie van
spin componenten door e'?yy, de intrinsieke pariteit.
Deel 2: ¢vy5¢ is een pseudo-scalair.

Laat ons beginnen met de transformatie uit te voeren
b5t = W'y = 9D in "y Yy Dy (6.56)

Nu weten we uit vergelijking dat v# = A*,Dy¥ D! zodat
P'yse’ = D 7NA°, Dy DTN yDAyP DT A Dy DT AP Dy’ DT Dy (657)
= i (A% A g AP A% vy 5y

We weten al dat

A A g = g (6.58)
Als \ = k, dan is in elk geval ¢™* # 0, als nu bovendien p # v, dan is g"¥ = 0, zodat het niet anders kan
dan dat ook A*,A¥, = 0. De enige niet-nul termen in vergelijking zijn dus deze waarbij de indices
a, B,¢e,6 allemaal verschillend zijn. We kunnen dan sommeren over permutaties in plaats van over de
indices zelf in vergelijking [6.57]

1/7’751/) = /(ZZ (Z AOU(O)Ala(l)AQU(z)A3U(3)70(0)70(1)70(2)70(3)) w
7€ (6.59)

= i (Z Sgn(U)Aoa(o)Ala(l)A20(2)A30(3)70717273> ¥
g€Sy

We hebben hier de matrices y* al geordend om de definitie van ~5 terug te verkrijgen. Dankzij het teken
van de permutatie dat hierdoor verschijnt zien we nu de definitie van een determinant opduiken. We
hebben dus finaal

V59 = det (A) Y59 (6.60)
Voor een pariteitstransformatie is A = P = diag(1,—1,—1,—1) zodat det (A) = —1 of dus
Vs = s (6.61)

We hebben inderdaad een pseudo-scalair.

Ik weet niet of mijn redenering onder vergelijking geheel kosher is. Ik moest de sommatie limi-
teren tot permutaties om aan de determinant te komen. Het argument dat ik gebruikte leek me de enige
mogelijkheid om deze overgang te verantwoorden.
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6.4 Vrij deeltje

44. Construeer de 4 oplossingen van de Dirac vergelijking voor een vrij deeltje in rust.
Voor positief- en negatief-energetische golffuncties stellen we respectievelijk de volgende ansatzen voor.
Y@ () = e 7P Ty @ () A P () = eTaPTY() (p) (6.62)
waarbij o de spin toestand aanduidt en p - x = p*x, = p,2". Beschouw nu onderstaande afgeleide
aﬂei%“ - i}%ei%pwaﬁi@uﬂ?y) = i%puei%p'z (6.63)

Beschouw nu de Dirac vergelijking (p — mc)y(z) = 0. We vullen de ansatzen in.

(p— me)py D (z) =0 = (+p — me)e” TPy (p) = 0 = (p—m Jul® (p) =0 (6.64)
(p— mc)w(_)(a)(x) =0 <= (—p— mc)e+ép'mv(a)(p) =0 <= (p+ mc)v(a)(p) =0 .
waarbij we gebruik hebben gemaakt van de definitie van de Feynman dagger: p = zh(ﬂ = ihy*0,.
In het ruststelsel is p* = (me, 6) zodat p = ~YOpg = meyP. Invullen in vergelijking |6.64 levert
me(7? — Du' (me,0) =0 <= 7%u(¥ (me, 0) = u'® (me, 0) (6.65)
me(7? + 1)@ (me,0) = 0 <= 7% (me, 0) = =0 (me, 0) .

7% heeft nu 4 eigenvectoren met eigenwaarden 41 zodat 4 lineair onafhankelijke oplossingen triviaal
gegeven worden door

uV (me, 0) = u? (me, 0) = (6.66)

oS O O
OiHO
o = O O
= O O O

45. Bewijs dat (]/ﬁ —mc) (p+ mc) = 0 en construeer oplossingen van de Dirac vergelijking voor
vrije deeltjes met p # 0. Je krijgt een bonus punt als je de normering in orde krijgt.

Voor we verder gaan, merk op dat p een matriz is, er staat dan ook impliciet een eenheidsmatriz 1
in de mc term.

2

1
(p — me)(p + me) = p* — m2c = pupy'y” — mPc® = —pup {77} — mPc

T2 (6.67)
= pupug"”’ —m?c® = p’p, —m*c®
Nu geldt er ook dat
E?=p’F+m?** AN E=pgc
= pac? = = p*c + m?c
— po p = m202 (668)
= p'p, = m>c?
= (p —me)(p +mc) =0
We stellen als oplossingen van de Dirac vergelijking de volgende ansatzen voor:
+ mc - —p+mc _.
u(® (p) = p—u(a)(mc, 0) A v¥(p) = p—v(“)(mc,O) (6.69)
2m(E 4+ mc?) 2m(E 4+ mc?)
met toegevoegde spinoren
- + mc - —p+mc
@ (p) = '™ (me, 0)—p A 5 (p) =0\ (me, 0)—’” (6.70)
m(E + mc?) 2m(FE + mc?)
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We kunnen bewijzen dat deze orthogonaal zijn. We berekenen per voorbeeld @(®) (p)u(® (p). Als tussen-

stap berekenen we eerst p = 7/"p,,.

0 o 1 0 o Po 0
7 pO - <0 _1 pO - O _pO
i 0 1 0 0 ag; o 0 ag; )
fypl —'Y alpl - O _1 0—1; 0 pl - _O—i 0 pl
_ 0 Di0i\ 0 p-o
N —Di0; 0 B -p-c 0

Combinatie van vergelijkingen en levert
= po 0\ 0 p-d\_(p -P-0o )
0 —po -p-d 0 p-0  —po

(p+ me)? = pQ + 2mep + m2c? = 2m2c® + 2mcep

1!

Nu volgt hieruit dat

2 e
= 2m(me? + cp) = 2m <mc + cpo cp a-)

cp-& me? — epo
We kunnen dit gebruiken om

1

(@) - =
@ p)u 2m(E + mc?)

¥ (me, 0) (p+ me)?u® (me, 0)

te berekenen. Zij nu

en analoog voor u(®). Dan vinden we

om me? + ¢ —cB & B)
(@) (Y B () — 2TV ()4 Po p X
u® (p)u (p) 2m(E + me?) (x 0)( P mc2—Cpo> ( 0
1 o (8)
- (M + cpo) @O —cfp - Gx(@) (XO )
_ mc® +epo (@)+,(8)
E + mc?
E
_metel,
E+me2 ©
— 5@5

De andere orthogonaliteitsrelaties zijn compleet analoog.
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7 Tweede kwantisatie

46. Vertrek van de actie van de fermion-creatie-operator a! op een ge-antisymmetriseerde
producttoestand: a} |ajas - an) = |aajas - - ay). Leidt h1eru1t de actie af van de annihilatie-
operator a, op een algemene |z - - ay).

We weten dat de producttoestanden voldoen aan de resolutie van de identiteit.

o o1y -~ an) = Z Z |@jah - aly) (hah - aylaalaras - o)
M= O{a

Z Z lohah - aly) {aran - anlafafah - aly)” (7.1)
M=0 {a/}

Z Z oy - aly) (aras - anlaaiay - aly)”
M=0{a'}

hierbij stelt Z{Oa,} een som voor over de geordende verzameling van één-deeltjes niveaus.

Toestanden met een verschillend aantal deeltjes zijn orthogonaal zodat enkel de term met M + 1 =
N <= M = N — 1 overblijft. Bovendien is de normalisatie van de producttoestanden reéel zodat
het complex toegevoegde teken * kunnen weglaten. Ook willen we de toestand |aa’1a’2 e 04\,_1> terug
ordenen. Stel dat « vlak voor o} hoort te staan, dan vereist herordening ¢ — 1 transposities zodat er
een voorfactor (—1)"~1 verschijnt. We bevestigen dat het teken inderdaad niet wijzigt bij i = 1. Finaal
hebben we dat

o
Qo |041012 to OéN) = Z (*1)7;716(110/1604204’2 T 5aia5ai+1a; to (;aNa’N71 04,10/2 T aN—1>
fa'}
= (—1)" a0 lonas - aii1aigr - an) (7.2)

_J)o o #
(1) agag g an) a4 =«
47. Bewijs de anti-commutatierelatie {aa, aﬁ} = Jng-

We beschouwen 2 gevallen.
Geval 1: « is geen toestand van |ajas -« ay).

aaa; |Oéa2 . OéN> = Qqy |Ba1a2 .. 04N> = 50‘6 |a1a2 .. aN>
o o) =00 -
— {aa,aﬁ} = 0ap

Geval 2: « is een toestand van |ajas - --an) en zonder verlies van algemeenheid stellen we a; = a.

aq |Bacs - --an) = — |Baz---an)

agaa ‘04042 05N> — al—g |a2 .. 'aN> — |6a2 aN>
= {aa,aﬂ} = 0B

Houdt bij de laatste implicatie rekening met het feit dat |Sag -+ ay) = |aas - an) als a = 3.

0 =«
aaag laasg - an) = { h
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48. Toon aan dat de algemene vorm van de één-deeltjesoperator in tweede kwantisatie
gegeven wordt door F'=}_ ; (a|F|B) alag.

Deel 1: de één-deeltjes operator F.

Beschouw de één-deeltjesoperator F' die inwerkt op de 1-deeltjes ruimte.
F=3"" ) (alF|8) (8] (7.5)
a B

waar we 2 keer de compleetheidsrelatie hebben gebruikt. We zien al snel in dat F' symmetrisch is, mits
wegens de mogelijkheid om dummy indices te wisselen

FP=3"3"18) (B|F|a) (a| = F (7.6)
a B

In een N-deeltjes ruimte vinden we
N
Fy =Y F(i) (7.7)
i=1

waarbij elke F'(i) inwerkt op deeltje i en

F(i)laraz -+~ an) = a1 faz) - | 37 3718 (B Fla) (alas) | laisa) -+ o)

a By
= Z lar) [az) -+ [Bi) (Bil Fla) levigr) - - lan) (7.8)

_Z BZ‘F‘OQ ‘041042 aiilﬁiaiJ’»l...aN)

Hieruit concluderen we dan dat Fy als volgt inwerkt:

Fylajaz--an ZZ (Bil Flag) larog -+ a1 Bicviyr -+ an) (7.9)
i=1 B

Mits F' symmetrisch is, is Fiy dat ook. Fy commuteert dus met de (anti)symmetriseerder en dus is

Fylorag - Z Z (Bil Flag) |laiag - - - o1 Bictiqr - - - an) (7.10)
=1 B

Deel 2: De Fock operator.

Beschouw nu de Fock operator

F= Z (a|F|B) alag (7.11)
af
Beschouw dan voor fermionen de volgende commutator:

Fal, | = (@lFIB) [ahap,al,]
af

(7.12)
= (a|F|B) (akagal, — al,alap)
of

Als we nu gebruik maken van het feit dat creatie-operatoren anti-commuteren en het feit dat {aa, ag} =
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84, dan vinden we
[F.al,]| = 3" (@IFI8) (akasal, +alal, ap)
= Z (a|F|B) al,{as,al,,}
-»jij (@|F|B) al,d50, = Y (a|Flas) af,
= Z (Bil Flai) a

We laten nu de Fock operator_inwerken op toestand |ajap -+ an) en zullen bewijzen dat dit hetzelfde
resultaat levert als vergelijking of dus dat F' de algemene uitdrukking is van de één-deeltjes operator.

(7.13)

F\a1a2~~aN> :Fcﬂ; aL, ceal |0)

1 2 anN

= [F,all}a& al, |0y +al Fa al, |0)

N
:Za31a22 l[ﬁ',a } Tlﬂ aLN |0)

o (7.14)
=> >  (BilFlai)alal, ---al,_,abal, ., ---al, [0)

i—1 B,

N
=3 (BilFlas) |af, af, - al,_al ., -al, )

i=1 B,

Een analoog bewijs kan opgesteld worden voor bosonen.

49. Toon aan dat in een specifieke basis van de 1-deeltjes Hilbertruimte de operator F
een diagonale vorm aanneemt F' = F,ala,.

We veranderen van een orthogonale basis |o) van de 1-deeltjes Hilbertruimte naar een andere basis
|a’) via een unitaire transformatie

=2 toar o) (7.15)
Mits |a) = af, [0) en |o/) = a] L, 10) zien we dat de creatie-operatoren ook diezelfde transformatie volgen:

al, = Usaal, (7.16)

Om de inverse transformatie te vinden vermenigvuldigen we beide leden met U3, en sommeren we over

o

Zuﬁa,a ’ —ZZ/IBQ Zuaa’af Zuﬁa Z aa)TaIv
—Z%a ta Z‘Saﬁ@

_T
_aﬁ

a—a ,ﬁ—)a * T
T Zuaa/aa/

(7.17)

Merk op dat dat gebruik hebben gemaakt van het feit dat de kronecker delta reéel en symmetrisch is.
De annihilatie operator wordt dus ook gegeven door

ag =Y Usgag (7.18)
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Algemeen is nu

F = Z FaﬁaLa5

B
> Fapllynal Usgag

i (7.19)
= > Ul Fasllpy al,ap
aa’Bp’
= Z ([UT][F] [u]>o/ﬁ’ CLLIG/B’
a/B/
Men kan nu altijd een unitaire matrix vinden die de matrix [F] diagonaliseert, namelijk
([UT][F] [u])a/[g/ Qo = Fa’éa’ﬁ/ (720)
O
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Appendices

A Tensor index notatie

A.1 De conventie

Een tensor is een multi-lineaire afbeelding die verschillende algebraische objecten afbeelden op elkaar,
e.g.: 2 vectoren op een scalair, 2 vectoren op een vector, of zelfs tensoren op andere tensoren.

We kunnen een tensor van om het even welke rang voorstellen binnen een basis aan de hand van de
componenten van de tensor binnnen de basis. Beschouw bijvoorbeeld een tensor T ’] van rang 2 in de

Euclidische ruimte.
; 0 -1
-0 )

Deze tensor stelt simpelweg een rotatie van 90° voor.

Merk op dat dat de notatie Tij kan verwijzen naar zowel de gehele tensor, als ook naar een specifiek
element. Wanneer dit laatste het geval is, vervangen we de algemeen indices vaak door cijfers. Zo is
bijvoorbeeld T%, = —1 terwijl 7% = 0.

Ik weet dat dit een verwarrende conventie is, maar dit is nu eenmaal de conventie die de cursus gebruikt,
het is ook geen ongebruikelijke conventie.

Verder is het ook zo dat we de Einstein sommatie conventie gebruiken (tenzij expliciet anders vermeld):
wanneer een index binnen één term 2 keer voorkomt, dan wordt er gesommeerd over de range van de
index. Zij T en S'; twee rang 2 tensoren, dan noteren we dus

3
(TS)'; = T4 S* =1 S, (A.2)
k=1

A.2 De kronecker-delta en het levi-civita symbool

De kronecker-delta 6ij is een tensor die vaak gebruikt wordt om de eenheidsmatrix voor te stellen. De
definitie van de kronecker-delta is als volgt

1=y
5]._{0 oy (A.3)

Een uitbreiding hierop is het levi-civita symbool ¢, gedefinieerd als

1 (ijk) is een even permutatie
€k =4 —1 (ijk) is een oneven permutatie (A4)

0  (ijk) is geen permutatie

De definitie impliceert dat we de indices cyclisch mogen permuteren zonder iets te veranderen, maar er
een minteken verschijnt wanneer we 2 indices wisselen. Zij bijvoorbeeld (ijk) een even permutatie, dan
is

Eijk = Ejki = Epij = T1

(A.5)
€jik = Eikj = Epji = —1
Verder heeft het levi-civita symbool ook de interessante eigenschap dat
e = 00,60, =88 67 (A.6)

We zullen dit nu beargumenteren. Het linker lid stelt duidelijk een som voor, voor vaste 4, j, m en n zal
er echter maar één term overblijven (laat ons k' nemen), namelijk deze waarbij (ijk’) en (mnk’) beide
een permutatie voorstellen. Als dan (ijk’) een even permutatie is, dan is

+1 (mnk’) is een even permutatie (A7)

ijk _ —
€ emnk' - Emnk/ - AN :
—1 (mnk’) is een onveven permutatie
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Maar als (ijk’) en (mnk’) beide even permutaties zijn, dan kan het niet anders dan dat ¢ = m en j = n.
De bijdrage van dit geval aan het linker lid is dus

5§ (A.8)

Als (ijk') even is, terwijl (mnk’) oneven is, dan kan het niet anders dan dat i = n en j = m, de bijdrage
van dit geval is dus o
=60, (A.9)

Mits we eisen dat (mnk’) een permutatie is, kan het niet zo zijn dat ¢ = m = n, en dus is minstens één
van de 2 bovenstaande vergelijkingen [A-8] en [A:9 nul. We schrijven dus het linker lid als

gike L A X (A.10)

mnk —

O

A.3 Het inwendige- en uitwendige product

Dankzij tensor index notatie kunnen we nu het inproduct en het uitwendige product vrij makkelijk
voorstellen. Zij 4,4 en w := 4 x ¥ drie vectoren, dan is

- = uly; (A.11)

S

w; = (U X U); = 5ijkujvk (A.12)

A.4 Metrische tensoren: index raising en lowering

De metrische tensor 7,; (van rang 2) en haar inverse 7% van een variéteit (zoals een oppervlak) stellen ons
in staat om covariante indices (subscript) contra-variant (superscript) te maken en vice Versaﬂ Omdat
n;; en " elkaars inversen zijn, moet gelden dat

ik )
nz ’r) . = 6 .
) nZ ) 5; (A.13)
ik - Y

Merk op dat de kronecker-delta symmetrisch is.
Zij Tij een rang 2 tensor. Dan kunnen we indices raisen en loweren als
T = i ki
Tij = nikaj (A.14)
Tij = nikal n'?
De manier waarop T%,T%,T;; en T,7 onderling verschillen hangt af van de metriek die beschouwt

wordt. Binnen de context van dit vak zijn er slechts 2 belangrijke metrieken: de Euclidische metriek (hier
in 3 dimensies)

1 0 0
e; =10 1 0] = 5ij (A.15)
0 0 1
en de Minkowski metriek
1 0 0 0
0 -1 0 0
92=10 0 -1 o (A.16)

0o 0 0 -1

De Minkowski metriek werkt in 4 dimensies, ruimte en tijd, de indices lopen dan ook van 0 tot 3, waarbij
0 de tijdscomponent voorstelt.

"De toepassingen van metrische tensoren, en de betekenis van covariante- en contravariante indices zijn veel uitgebreider
dan hier vermeld
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Laat ons nu eens kijken naar vergelijking [A"14] in het geval van deze 2 metrische tensoren.
T9 =T% M =T% 6" =T,
k k i
T = ey 1" =63, 1% =17 (A.17)
. h . ,
Tij = e T 1615 = 0 T l5lj = sz
Binnen de Euclidische ruimte is er dus niet echt een onderscheid tussen covariante- en contravariante

indices. We noteren dan ook doorheen de rest van dit document vaak elke tensor in de Euclidische ruimte
met covariante indices.

Binnen de Minkowski metriek moeten we echter een onderscheidt maken tussen tijd-en ruimte indices.
TH = TH ¢ = T#O gOz/ + Tﬂk gku
= TH 5% — T skv
Tw = 94aT% = 90T + 9.uT",
= 6,01 —06,,.T", (A.18)
T," = 9T 9" = (QMOTOB + gukaﬂ ) 9"
= 9070 9" + 9,0T% 9" + 90T 9" + 9,0 T4 9"
=6,0T% 8% —8,0T% 0% — 6, T% 6% + 6, T 6"
Deze uitdrukkingen zijn duidelijk wat ingewikkelder. Uiteindelijk vinden we dat

Ty _ T, v=20
- v=Ek

T _{TOV :u“:
prv _Tlc -k
v M
% p=v=20
-T% p=0Av=k
. ~TK, u=kAv=0
" nw=kAv=I

(A.19)

We stellen vast dat we onze indices goed in de gaten moeten houden in Hoofdstuk 6.
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B Commutator eigenschappen

De commutator van 2 operatoren A en B binnen een ring is gedefinieerd als

Er zijn 5 eigenschappen van de commutator waarin we geinteresseerd zijn.

1. De commutator is lineair

2. Elke operator commuteert met zichzelf

{A,A} =AA-AA=0

3. Elke operator commuteert met de triviale operator
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C Gradiént, divergentie en laplaciaan in sferische coordinaten

C.1 Gradiént en divergentie

We vermelden meteen al dat we werken met de fysica conventie voor de bolcodrdinaten: ¢ is de azimutale
hoek tussen 0 en 27, 6 is de poolhoek tussen 0 en 7 gemeten vanaf de positieve z-as. De omzetting tussen
cartesische en sferische co6rdinaten is als volgt

T = 71cospsinf
y =rsinpsind (C.1)
z=rcost

De eenheidsvectoren in sferische coordinaten bekomen we door cartesische coordinaten af te leiden naar
de sferische coordinaten.

e, = (cospsiné,sin psin b, cos )

o (—rsinpsin @, rcos psinf, 0)

€y x (rcospcosh,rsingcosf, —rsinb)
(C.2)
= (cos ¢ sin b, sin psin §, cos 0)
= (€, = (—singp,cosp,0)
€g(cos @ cos B, sin p cosd, — sin )
Nu gebruiken we de kettingregel om de afgeleiden naar de sferische coordinaten te herschrijven.
0 0r 0 Lo dy 0 L0 dz 0
or  9roxz | or ay or 9z
= cos sint9g + sin sin&ﬁ + cos—
N 4 Ox ¥ y 0z
= ér ‘ ﬁ(m,y,z)
0 _wo o 00
dp  Opdx  Opdy Opdz
9 (C.3)

0 0
= —rsmcpsmHa— —|—rcosg081n98— +082

=rsinfé, - V(x, Y, 2)

E_Bm@ oy 0 0z 0

90~ 900z 060y 0002
= 7"(:054,9(30892 —|—Tsmap0059g —rsinf—
ox oy 0z
=&y - V(z,y,2)
Nu kunnen we ook een uitdrukking vinden voor de nabla-operator in sferische codrdinaten door de
operator te projecteren op het sferische assenstelsel.

6(7"7 ©, 9) = ér(ér ° 6(1'7 y,z)) + etp( 6(5(: Y,z )) + é‘6'<é‘9 * 6(56; Y, Z))
I R SR AT S (C.4)
e or € \rsind Op o\ a0

C.2 Laplaciaan

Ons vorige resultaat laat ons ook toe om de laplaciaan V2 = V - V uit te werken. Door de productregel
van afgeleiden leidt dit tot 2 soorten termen: ‘directe’- en ‘indirecte’ termen. De directe termen ontstaan
bij die termen waarin de afgeleiden niet inwerken op de eenheidsvectoren, de indirecte termen zijn dan
uiteraard de andere termen.

De directe termen leveren dankzij de orthonormaliteit van de basisvectoren triviaal

9? 1 9? 1 62
o T Ee0p o ()
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Voor de indirecte termen moeten we kijken naar afgeleiden van de basisvectoren. We zien onmiddellijk
aan vergelijking [C.2] dat de afgeleiden naar r 0 zijn, hier zijn dus geen indirecte bijdragen.
We bekijken vervolgens de afgeleiden naar ¢.

%ér = (—sinpsiné, cos ¢sin b, 0) = sin e,
%éw = (—cosp, —sinp,0) = —sin #€, — cos #&y (C.6)
o

%é'g = (—sinpcosf,cospcosf,0) = cos b€,

De indirecte termen hieruit volgen dus enkel uit de eerste en de tweede vergelijking, wegens de orthonor-
maliteit van de basisvectoren.

cosh d 1d
—_—— + —— C.7
T281n0d9+rdr (C.7)
Als laatste kijken we naar de indirecte termen afkomstig van afgeleiden naar 6.
%é’r = (cos pcos B, sinpcosd, —sinh) = &y
28, =0 (C.8)
D8y = (—cospsing, —sinpsin 6, — cosd) = —€,
We zien in dat enkel de eerste vergelijking kan bijdragen.
10
-2 C.9
r or (C9)
Alles samenvoegen (vergelijkingen en [C.9)) levert
S or2  ror r2sin?60 09?2002 r2sin® 00 (C.10)

_ig 2& +;i2_~_ 1 g 1n62
“2or\| or r2sin® 0 0p?  r2sinf 00 Y
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D Uitwerking afgeleiden vraag 15
In deze appendix werken we de afgeleiden uit van de oplossing van de Schrédinger vergelijking [3.33]
Rei(p) = Crip'e " Pwpi(p) = Cpip' e /? [p*w] (D.1)

We zoeken eerste de afgeleide van C' Ezpl_ze_p/ 2,

d o _3 _ 1,4 _
P (CElpl %e p/2) =Cgi {(l —2)plBer/? — §Pl %e p/ﬂ
P
. (D.2)
A
De afgeleide van Rgi(p) is dan
d L, o . d
wi(p) = d_p (CE‘lpl %e NZ) p2w + CElPl %e pp@ (Pzw)
1
= Cpip'~2er/? [((l —2)p ! = 5) prw + 2pw + pzw/} (D.3)
1
_ CElpl—Qe—p/2 [pr + p2 (w/ _ §w):|
De tweede afgeleide is dan
d 1
7 _ -2 _—p/2 2 r_ =
E1(p) dp (CElp e ) (ZPW +p [W 2‘”})
d
+ CEzPl_2e_p/2d—p (lpw)
d 1
+ CElpl—Qe—p/Zd_p (p2) (w/ o 5&))
d 1
1-2 —p/2 24 ( , 1
+Cmip e p O (w 2w>
1-2_—p/2 1 of o 1
=Cgp' e ? (1-2)p ~5 lpw+p W = gw
+lw+lpw
1
+2p <w/ — §w) (D.4)
2. 1 1 2,/
+ ptw — §p w }

— g2 {10~ 230+ (=D’ ~ 4= Dp - | d1po

e o+ - )

1 1
= Cpip e 0/? {l(l —Dw+p <lw’ — 2w — ilw +w— Elw + 1w + 2w — w>

1 1 1
+ p? (—iw’ +awt W’ — 50}') }

1
= COpp'~2e=r/? {l(l — Dw + p (—lw + 2lw') + p? (Zw —w'+ w”) }
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E Complexe integralen

E.1 De residustelling

Zij U een enkelvoudig samenhangende open deelverzameling van het complexe vlak C die een eindige
verzameling van punten {ay,---,a,} bevat. Zij nu Uy := U \ {a1, - ,a,} en f holomorf over Uy. Zij
verder v een positief georiénteerde gesloten enkelvoudige krommeﬂ dan geldt dat

j{ f(z)dz = 27riZRes(f, ay) (E.1)
g %
waarbij de som loopt over de singulariteiten ay.

E.2 Lemma van Jordan

Beschouw een continue complexe functie f(z) gedefinieerd op de half-cirkelvormige contour Cr :=
{Re®|0 € [0,7]} met straal R > 0, gecentreerd rond de oorsprong, en gelegen in het bovenste half-
vlak van het complexe vlak C. Als dan

f(z)=¢"%g(z)  (a>0) (E.2)
, dan geldt dat
f(2)dz| < ZMp (E.3)
Cr a
waarbij .
Mp := max }g(Releﬂ (E.4)
0€(0,7]

Merk dan op dat in het geval f(z) continu is over de contour Cr voor alle grote R, dat dan

lim f(z)dz=0

R=eo Jog (E.5)
als lim Mgr =0

R— o0

!

In het bijzonder wordt aan deze voorwaarde voldaan wanneer g(z) = QE‘Z; een rationale functie is met

deg F(z) < degQ(z) + 1

8Dit is niet de meest algemene vorm van residutheorema, maar het volstaat voor onze doeleinden.
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F Greense functies door complexe integralen

De integraal gegeven in vergelijking kan op nog 2 andere manieren uitgerekend worden.
De eerste maakt gebruik van de complexe functie

z

eiz|¢LF'| .
(z = (k —ie))(z — (—k +ic)) (F.1)

flz) =

en de contour gegeven in figuur [7] Dit zal via analoge rekenmethoden aanleiding geven tot

L, o ik|F—7|
GF-7)=——2 (F.2)
477‘1‘ -7 |
Im(z)
Icp
X
e I(e) Re(z)
- = P
¥

Figuur 7: Contour voor de complexe integraal voor een ingaande radiale golffunctie.

De tweede methode neemt beide singulariteiten in rekening, en het resultaat is equivalent aan de
exacte oplossing die men zou verkrijgen als men standaardmethoden gebruikt voor complexe integralen.
Men beschouwt de complexe functie

z

eiz|F—F’| .
(z = (k +1i€))(z — (—k +ic)) (F.3)

flz) =

en de contour gegeven in figuur [8] Dit zal via analoge rekenmethoden aanleiding geven tot

cos(k;|?_°'—'f°'/’)

Gg'(F—7) = e (F.4)
471"7“ -7 |
Im(z)
Ic,
X AX
e I(g) € Re(z)
_p p !

Figuur 8: Contour voor de complexe integraal voor een staande radiale golffunctie.
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Voor deze laatste kan men ook de standaardmethoden gebruiken, en daarbij de standaard contour zoals
weergeven in figuur[9] Het enige waar we hier rekening mee moeten houden zijn de halve-cirkelsegmenten
Ic, en Ic. die in negatieve zin doorlopen worden. Voor deze laat men zowel § als € naar nul gaan, dit
levert opnieuw het resultaat, mits men vindt dat

lim /C Fle)ds = —imRes(f, b
lir%/ f(z)dz = —inRes(f, k) (F.5)
E—r Ce

f(2) = =

oiz| 7|
22 k2

De grote cirkelsector valt nog altijd weg wegens het lemma van Jordan, en er zijn geen singulariteiten
binnen de contour.

Im(z)

Ic,

1(e) Re(z) .

—p p

Figuur 9: Contour voor de complexe integraal voor een staande radiale golffunctie.
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