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Inleiding

Deze verzameling antwoorden is opgesteld ter ondersteuning van de studie en voorberei-
ding op het theoretische examen van het vak Vector- en Functieruimten, een onderdeel
van het tweede bachelorjaar Fysica en Sterrenkunde. Het grootste deel is gebaseerd op
de bewijzen en afleidingen uit de cursus Vector and Function Spaces van professor
dr. Jutho Haegeman, met extra verduidelijkingen en eigen alternatieve methoden. Dit
document biedt een gestructureerd overzicht van de oplossingen voor de vragen van het
theorie-examen 2024-2025 en behandelt onderwerpen zoals: algebraische structuren, li-
neaire afbeeldingen, operatoren, normen, inwendige producten, functieruimten, lineaire
differentiaaloperatoren en fourieranalyse en distributietheorie en andere relevante concep-
ten.

Bij meeste bewijzen staat in de titel en onderaan het gevraagd nogmaals vermeldt, op
welk stelling, theorema, voorbeeld, opmerking, het antwoord op deze specifieke vraag, ge-
vraagde gebaseerd is, uit de cursus Vector and Function Spaces. De titels waarnaast
een ”(!)”te vinden is in de inhoudstafel wijst erop dat dit een vraag is die gesteld werd
op het Theorie gedeelde van het examen 1°¢ zit, academiejaar 2024-2025, voor het vak
Vector- en Functieruimten

Veel succes met het bestuderen!
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1 Elementaire algebraische structuren

(geen rechtstreekse theorievragen)

2 Lineaire afbeeldingen

2.1 De Leibniz-formule (Lemma 2.18)

De Leibniz-formule voor de determinant van een vierkante matrix A ¢ C**"
wordt gegeven door:

det(A) = Z 39”(0)A1a(1)1420(2) o 'Ana(n) = Eilig...inAlilAQiz T Anina

oESy

met hierin het Levi-Civita symbool

o sgn(c), als o = (i1,12,...,0n) € Sy,
e 0, anders.

Toon aan dat:

Ej1j2---j7LAi1j1Ai2j2 U Ainjn = det(A)e'LlZQZn
(Gebaseerd op Lemma 2.18)
Bewijs. Als er een permutatie T bestaat zodanig dat (i1,...,i,) = (7(1),...,7(n)), dan
geldt:

€j1j2...jnAi1j1 Ai2j2 U Ainjn = Z Sgn(U)Aila(l)Aiza(Z) T Aino(n)
oc€Sh
= Z sgn(0) Ao Ar@)0@) * * * Arm)o(n)
UESn
= Z SgN(0) A1 (r100)(1) A2, (r1o0)(2)  * An(r-100) ()
oc€Sn
= Sgn Z sgn Al (7= Loo)( 1)A2 (r—loo)(2) " " Am(T—lOU)(n) = SgH(T) det(A)

€Sy
Hier hebben we eenvoudigweg de scalaire factoren in het product herschikt met behulp
van 77!, en we hebben gebruikt dat sgn(7) = sgn(7~!). Bovendien geldt dat als o over
alle mogelijke permutaties loopt, dan ook 77! o o over alle mogelijke permutaties loopt.
Dit toont aan dat de determinant een teken sgn(7) krijgt als we de rijen van de matrix
permuteren volgens 7.
Als 7 niet bestaat omdat (i1, ...,14,) geen permutatie is, dan vallen minstens twee van de

1, samen. In dat geval geeft

A; Alz]z T Ainjn

€j1ja...n i1 g1

de determinant van een matrix waarin minstens twee rijen samenvallen. Door de antisym-
metrie, bij het onderling verwisseling van rijen wijzigt de determinant van teken, ook wel
de alternantie eigenschap genoemd, kan men concluderen dat de resulterende determinant
nul moet zijn.

Deze twee gevallen kunnen compact worden gecombineerd door de notatie:

det(A)eiliQ.”in .



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.2 Determinant van matrix product (Theorem 2.19)

Gebruik bovenstaand resultaat om aan te tonen dat voor twee vierkante ma-
trices A, B € C"*" geldt dat:

det(AB) = det(A) det(B).
(Gebaseerd op Theorem 2.19, werkcollege oef. 2.2.4)

Bewijs. Neem de matrix C' = AB, met elementen Cj; = A;; By, wordt de determinant
bepaald via de Leibniz-formule:

det(C) = €iyiy...in Criy Coiy * iy = €irig...iy (Arjy Bjriy ) (Ajy Bgiy) - -+ (A, Biiy,)-
Dit kan herschreven worden als:

det(C) = Ay, Asj, -+ Anj, €iris...in Bjrin By

Jaio

141 o Bjnin'
Laten we ons richten op het B-gedeelte van deze expressie. Als (ji,J2, ..., 7n) = (1,2,...,n),
dan is dit de determinant van B. Als bijvoorbeeld (ji, jo,- .., jn) = (2,1,...,n), dan kun-

nen we 71 <> io hernoemen, wat resulteert in:
€irig...in Bjris Bjsia = Bjnin = €igi.in Bjria Bjsir =+ Bjnin = —€irigeiin Bjais Bjriy -+ * B

Hier hebben we gebruik gemaakt van de eigenschap van het Levi-Civita-symbool, wat
men net in voorgaand bewijs heeft aangetoond.

(Intuitief kan men deze eigenschap inzien doordat €y, i = —€iyiy.i,- In het algemeen
kan woor elke volgorde (j1,j2,...,jn) deze in de gewenste volgorde (1,2,...,n) worden
gebracht door de i-variabelen in de B’s te hernoemen en vervolgens de i-variabelen in het
Levi-Civita-symbool dienovereenkomstig te verwisselen. Dit proces resulteert in een overall
teken, exact gegeven door €j,j, ;. .)

Daarom geldt:

BjQiQ T Bjnin

det(C) = A1j1A2j2 - 'Anjneilig...inBj

= €j1j2---jnA1j1 A2j2 T Anjneilig...inBlil B2i2 T Bnin-

191

En uiteindelijk:
det(C) = det(A) det(B).



2.3 De formule van Jacobi (Proposition 2.24)

2.3 De formule van Jacobi (Proposition 2.24)

Gegeven een matrix A(t) € C"*" waarbij de elementen een functie zijn van een
scalaire variabele t. Toon de formule van Jacobi aan, namelijk:

d

L dA
—det(A(1)) = det(A())tr (A(t) %(t)) :

waarbij je kan gebruik maken van:
ZAZZ(—l)kilM]i = det(A)de,
=1

met hierin de cofactoren M, die gerelateerd zijn aan de elementen van de
geadjungeerde matrix als:

(adj(A4));, = (=1)* "M}
(Gebaseerd op Proposition 2.2/ )

Bewijs. Eerst interpreteren we de determinant als zijnde een polynoom (zoals wordt aan-
getoond in de Laplace Expansie). Als we dan de afgeleide willen berekenen van de deter-
minant, kunnen we simpelweg de kettingregel gebruiken als volgt:

N Odet(A) dAy

d
et (A0 = 3- T

i3

Vervolgens wordt de Laplace Expansie gebruikt om de eerste term (%ﬁf)) van de som-

matie te kunnen vinden, hierbij wordt bij de tweede gelijkheid de definitie gebruikt van
een adjunct:

ddet(A)

o, = (UM = (adi(A));

Dit gevonden resultaat wordt ingevuld in de originele vergelijking en de sommatie kan
weggehaald worden doordat er een dubbele matrixvermenigvuldiging staat die neerkomt
op het nemen van de som van de diagonaalelementen (er wordt dus eigenlijk een projectie
op de diagonaal structuur van het matrix product uitgevoerd) zoals te zien is in de eerst
volgende vergelijking.

(adj(A) - —-)j5 = D (adj(A));i - d?t”

)

et A(0) = Sladi(A), 5 0 = tr (adi(40) 5 1))

7:7j

Vervolgens kan de alternatieve definitie van de adjunct gebruikt worden die zegt dat:
det(A)A™! = adj(A). Door deze gelijkheid te gebruiken, kan de adjunct vervangen wor-
den, wat het gevraagde als eindantwoord heeft.

O



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.4 Multidimensionale Gaussische distributie (Example 2.19)

Gegeven de multidimensionale Gaussische distributie voor een stochastische
variabele X € R", gegeven door:

n

—% D (@i — ) Ay — )

1,j=1

fx(x) = Zexp

= Zexp [—%(w — ) Az —p)|

waarbij A € R"*" een symmetrische en positief-definiete matrix is, en y € R".
De scalaire grootheid Z is een normalisatiefactor die gekozen moet worden
zodat:

fx(z)d"x = 1.
Rn

Geef een uitdrukking voor Z in termen van A (en indien nodig ;) zodat aan
deze normalisatievoorwaarde is voldaan. Je mag gebruik maken van:

o0 9
/ e " dx = /7.

o0

(Gebasseerd op Ezample 2.19)
Bewys.

n

—% D (@i — ) Ay — )

ij=1

fx(x) = Zexp

— Zexp H«c W) Az — )

De bedoeling is om Z te bepalen zodat de functie genormaliseerd is, we moeten dus
aantonen dat [ fy(z)dz" = 1, men weet uit de opgave dat:

e A is een symetrische matrix = A = AT
e X en [ zijn vectoren

Eerst wordt er een LDU-decompositie gedaan met L een lagere driechoeksmatrix (met
enkel 1’s op de diagonaal), U een bovendriehoeksmatrix en D een diagonaalmatrix. Dan
1s:

A=LDU = (LDU)" =U"(LD)" =U"DL" = L=U" = A=LDL"

nu doen we een substitutie van z = pu+ (LT) "'y met y de nieuwe variabele dit wordt dan:
[ x@a = 2 [[eapl=g s (1) g = T LDLT o+ (1) My = )] - det() dy”
=2 [ capl=5(L7) ') LDLILT) My det(D)]dy”
nuis LT(LT)" =1
=2 [ capl=5((L7) )" LDy - det(Ddy"
Ook is (LT)"'9)TL = y"L~1L = y7
— 2 [ capl 54" Dy -det(D)]ay"

8



2.4 Multidimensionale Gaussische distributie (Example 2.19)

de elementen van de Jacobiaan zijn per definitie:

s = 5

of dus in vector notatie:

_ Oz O(p+ (L))
Oy dy

[T ()] = (L™

nu is:

det(J(y)) = det((L")™1) = det((L™)7)
en aangezien det(B) = det(BT) is:

det(J(y)) = det(L™)

L is een onder driehoeksmatrix met allemaal 1 op de diagonaal. Dit is dan ook zo voor
zijn inverse dus, aangezien det(A™!) = 1/det(A) en dus vindt men dat:

det(J(y)) =1
als we dit invullen in de integraal krijgen we:
1 T n
=7 exp[—ay Dyl - dy
we schrijven nu y? Dy in zijn componenten:

y"Dy =Y (v)d;

i

en aangezien a*t¥ = a”a? is de integraal te schrijven als:
Lo e i
=Z]] | ewnl=5")d] - dy

nu doen we een substitutie van u’ = %diyi dit kan omdat d; > 0, dan hebben we:

:21:[ \/%/exp[—(ui)z] -dyi:ZIZI\/%: 1

dit moet gelijk aan 1 zijn zodat de functie f genormaliseerd is, nu is [[, d; = det(D) en
wetend dat det(L) = det(LT) = 1, dan krijgen we voor Z:

g \/det(D) \/det(L)det(D)det(LT) \/det(A)

- 2 - 2

2

opmerking: de elementen van D (= d;) zijn geen eigenwaarden en



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.5 De momentgenererende functie (Example 2.20)

Gegeven de multidimensionale Gaussische distributie voor een stochastische
variabele X € R" zoals hierboven bepaald met de correcte normalisatiefactor.
Bepaal nu de momentgenererende functie:

Mi(t) = (5% = [ St fy(o) s

en daaruit de verwachtingswaarde en covariantiematrix:

OMy 0 My
ot; ot,0t;

(Xi) =

, (XiXp) =

t=0

t=0

(Gebaseerd op example 2.20)

Bewijs. We beginnen met het opstellen van de momentgenererende functie:
n 1
Mx(t) = / e2i=1 1% 7 exp [_E(X —p)TA(x — u)} d"x

Deze werken we verder uit volgens gekende formules, de som schrijven we als een vectorpro-
duct, we brengen de constante factoren buiten de integraal en herschrijven de integraal
op een zodanige manier dat het terug de vorm krijgt van de genormaliseerde integraal
waarvan we weten dat deze gelijk is aan 1:

. ]
exp {th — —(x—p)"A(x—p)| dx

Mx(t) = Z/ >

1 1 |
= Z/ exp {étTA_lt +tTu — §(X —p— AT TA(x —p— A7) | d"x

n

1 1 |
= exp {étTA_lt + tTu} Z/ exp [—5()( —pu— AT TA(x —p— A7) | d"x
= exp {%tTAlt + tT,ul

In de laatste stap hebben we gebruik gemaakt van het feit dat de integraal Z fRn fx(xz)=1
is en dat een verschuiving met een constante factor A=t geen verandering van de waarde
van de integraal meebrengt. Om vervolgens de verwachtingswaarde (X;) te bepalen,
nemen we de partiéle afgeleide van Mx(t) naar ¢;:

OMx _ 0 |:1tTA—1t +tTM:| '

2

Via gebruik van de kettingregel vinden we dat:

aMX_ 0 (1 1+, T
7 = Mx(t) - {&f ( “tTA T+t

Met als afgeleide van de exponent:

8815 ( t A 1t) ZAU%), tTp,) = L.

10



2.5 De momentgenererende functie (Example 2.20)

Hieruit volgt dat:
OMx
ot;

_MX

Z Aty +

Deze wordt dan vervolgens geévalueerd bij t = 0:

OMx
ot;

t=0

(Xi) =

M-

Wat ons de verwachtingswaarde geeft. Nu wordt tot slot de covariantiematrix berekend,
de covariantiematrix; C'ov(X) heeft als elementen:

(Cov(X))ij = cov(X;, X;) = (XiX;) — (Xi)(X;)

eerst berekenen we <XZXJ>
9% Mx

X X;
(XiX) = ot 0t

t=0

OMx .
ot; -

PMx O
= | M . Al )
ot,0t, aw[ x(t) (Zk i T+ )

Gebruik de productregel:

PMx  OMx B
otot; ot (Z At + ) ()5 (Z Aty ”Z) '

De eerste term wordt p;u; bij t = 0, want Y, A Mty — 0en Zk St — 0. De tweede

term wordt:
2 (z ) =45
k

J

Neem opnieuw de partiéle afgeleide van

Daarom:
(XiXj) = pap; + Mx(t) - A7)}

t=0

Bij t = 0 wordt Mx(t) =1, dus:
(XiXj) = papy + A
De covariantie is dan:
Cov(X;, X;) = (XiX;) — (Xi)(Xy) = papy + Ay}t — papy = A

De covariantiematrix is dan:

Cov(X) = AL

11



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.6 De blok-LDU ontbinding (Section 2.8.2)
Verifieer de blok-LDU ontbinding:

. { I, 0} {AH 0 } [zm Al‘fAm}
| A AL T, R O Ay — AnAjl A R O I, |’
Y I 7

door deze uitdrukking expliciet uit te werken en dus de blokmatrices te ver-
menigvuldigen. Gebruik vervolgens dit resultaat om een uitdrukking af te
leiden voor det(A).

(Gebasserd op Section 2.8.2)

Bewijs. Eerste wordt de uitdrukking expliciet uitgewerkt om het gevraagde na te gaan.

. [ 1, O} [An O } {Im A111A12:|
\_AglAl_ll I, | | O  Agp — Ay A7l Ay | | O I,
) D U
B I, A1+ O 1,0 +O(Ayp — Ay AT AL) I, Ay'Amp
_\_AglAilAn + 1,0 ApATO+ 1, (Axp — A21A111A12)l\{ O I, l
LD U
~[An O I, AjlAp
_\_A21 Aoy — A21A111A12l\{ @) I, }
LD U
T Anl, +0 A A A + 01,
_\_A21In1 + (Agy — At A A12)O Ay AT Ars + (Agp — A21A1_11A12)[n2:|1
LDU
(A A
- [Ax Azj '

voor een blok matrix zoals A wordt het Schur compliment van A;; dan gedefinieerd als
(Agy — As1 AT Ars). Dit wordt ook soms herschreven als A/A;;.
De det(A) kan nu ook via de LDU-matrix berekend worden.

det(A) =det(LDU)
=det(L) det(D) det(U)
=1-det(D)-1
=det(Ay1) - det(Agy — Ay AT A)
=det(Ay1) - det(A/A1n)

An) -
=det(Ay) - det(A/As)

12



2.7 Blokmatrixgedaante van A~ (Section 2.8.2)

2.7 Blokmatrixgedaante van A~! (Section 2.8.2)

Gebruik de blok-LDU ontbinding uit de vorige vraag om een uitdrukking af
te leiden voor de blokken in de blokmatrixgedaante van A~'.
(Gebaseerd op Section 2.8.2)

Bewigs. De inverse van A kan afgeleid worden uit de blok-L DU ontbinding. Dit gebeurt
als volgt (zelfde matrixen van 2.6):

Eerst worden L=, D~! en U~! bepaald. Deze zijn erg gemakkelijk met dat D een
diagonale matrix is, en de determinanten van L en U gelijk zijn aan 1.

U—l _ [nl _A;11A12 D—l — Afll O L—l — I’n1 O
O I, ’ O (A — A21A1_11A12)_1 ’ —1421141_11 I,|°

Nu is A~! 'makkelijk’ te berekenen.

A—l :U—ID—IL—I

_ -Im _A1_11A12 Al_l1 ) [m )
i @) ]n2 @) (A22 — AglAl_llAlg)il —A21A1_11 In2

_ -Al_ll _A1_11A12(A22 - A21A1_11A12)_1} { I, O}

10 (Agp — Agt Aj Agp) —An AL I,
_ _Aﬁl + A1_11A12(A22 - A21A1_11A12)_1A21A1_11 —A1_11A12(A22 - A21A1_11A12)_1
—(Ag — A21A1_11A12)71A21A1_11 (Agg — A21A1_11A12)71 '

]

13



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.8 De Marginale distributie van variabele X, (Example 2.21)

Beschouw de multidimensionale Gaussische distributie voor een verzameling
stochastische variabelen X = X; & X,, die dus bestaat uit twee groepen X; =
(X1,...,X") en Xy = (X3,..., XJ?). Voor de eenvoud kiezen we het gemiddelde
nul, zodat de distributie is gegeven door:

Fxlar, zs) = det(A) ox NS ’ A A |1

AT (2m)" PA72 2] |An As] |22) )
Gebruik makend van bovenstaande blok-LDU ontbinding, bereken de margi-
nale distributie van de variabele X,, gegeven door:

fx2<£E2) = fX(thQ) dnlxl-
R™1

(Gebaseerd op Ezxample 2.21)

Bewijs. We gebruiken U = LT om een substitutie y = Uz of x = U~ 'y in te voeren.
Deze transformatie transformeert de variabele x5 = yo niet, maar substitueert de huidige
integratie variabelen:

x1 =y — A Aoy = y1 — A Ao

Dus wordt de integraal:

det(A) / —1 T T All A12 T
Xy) = exp| — . d"z
Jxa(2) \/ (2m)" Jpm P19 | Agr Ap| |22 '
Als we de matrixvermenigvuldiging doen voor het argument van de exponentiéle, krijgen
we:

ZE’{Alll‘l + ZL‘{AlQ,Ig + fL‘gAglfL'Q + [I)gAQQI'Q

Hiervoor werd gebruikt dat AL, = A, omdat A symmetrisch is. Nu kunnen we y;
substitueren en wordt deze vergelijking:

y{An% + !L‘QT(A/A11)$2

Hier is A/A;; het Schurcomplement. We kunnen ook d"'z; vervangen door d"'y; We im-
plementeren ook dat det(A) = det(Aj;)det(A/A;1). We brengen dit weer in de integraal:

det(Aqq)det(A/A -1 —1
sz(@) :\/ ‘ ( 11) ° ( / 11)%17 {7955(14/1411)%2} / exp {T?ATAH?A] d"
R™1

(27‘(‘)”1"’”2

De overige integraal is ook een Gaussisch en is dus gelijk aan:

-1 5 _— (2m)m
/Rn1 exp {Tyl A11y1:| A"y, = det(All)
Dus
det(A/A -1
fxy(x2) = ﬁexp{[TIg(A/An)x2}

De marginale distributie is dus ook een Gaussische distributie beschreven door het Schur-
complement. O
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2.9 Inversielemma van Woodbury (Proposition 2.30)

2.9 Inversielemma van Woodbury (Proposition 2.30)

Toon het inversielemma van Woodbury:
(A+vUcV)t=A"—A'UCct+vAaATlU)T VAT

door beide leden te vermenigvuldigen met (A + UCV) en aan te tonen dat je
inderdaad een gelijkheid krijgt. org ervoor dat alle stappen en de wiskunde
die je erin of ertussen gebruikt duidelijk zijn en goed zijn toegelicht.
(Gebaseerd op Proposition 2.30)

Bewijs. Om de Woodbury matrix identiteit te bewijzen door zowel het linker- als rech-
terlid, links te vermenigvuldigen met (A 4+ UCV') en aan te tonen dat dit de identiteits
matrix geeft.

Men kreeg voor het linkerlid:
(A+UCV)A+UCV) =1 (1)

Men kreeg voor het rechterlid (met matrixvermenigvuldiging, associativiteit en distribu-
tiviteit):

(A+UCcV) At —A'UCcH+vATlu) VAT,

= AAT - AATTU(CTT + VAU VAT + UCVAT —UCVAT'U(CT + VAT D) TV AT
=] —IU(CT'"+ VAU 'WWAT + UCVA —UCVAT'UCT + VAT U) 'V AT

=] -UC '+ VAU " WAL+ UCVA —UCVATIU(C + VIATIU) TV AT

= (I+UCVA™) = (UCT+VATWU) " WA + UCVATIU(CT + VIATI D) 'V AT
=(I+UCVA™) —(U+UCVATIU)(C + VAU VAT

=(I+UCVA™Y) —UCc(Ct+vAtUCTH+VATIU) VAT

=+ UCVA —UCVA™

=

Uit (2) en (3) volgt de matrix identiteit van Woodbury:

(A+UCV) ' =A"'—A'U(Ct +vATIU) VAT (3)

15



2 LINEAIRE AFBEELDINGEN

2.10 Reeks-expansie van een inverse matrix som (Remark 2.68)

Gebruik het inversielemma van Woodbury uit de vorige vraag om aan te tonen
dat:

o0

(A+ B)~ Z

k=0
(Gebaseerd op Remark 2.08)
Bewijs. Begin vanuit linkerlid: (A+B)~! en pas hierop het inversielemma van Wood-

bury toe, waarbij C' = B (B € F"*") en U = V = [, worden gekozen (allen vierkante
matrices). Dan volgt:

(A+B)yt=A"1 A B t+AH'ta?
:A—l _ A—I(A_ (B—l + A—l))—l
At AYAB T 4+ D)
=A"t' - A ((A+B)-BH!
—A' -~ AT'B(A+ B)™!

We kunnen dan de recursieve structuur gebruiken

(A+B) ' =A" - ATIB (AT - AT'B (AT - ATIB (L))

—A N AT'BAT 4 (AT'B)2AT — (ATIB)R AT

Om de volgende reeks op te stellen

(A+B) ' =Y (—A'B)kA™ (2.73)
k=0

16



2.11 De afgeleide van de inverse matrix A~! (Remark 2.68)

2.11 De afgeleide van de inverse matrix A~! (Remark 2.68)

Gegeven een inverteerbare matrix A(z), waarvan de elementen een functie
zijn van de scalaire variabele x. Zoek een uitdrukking voor de afgeleide van
de inverse matrix, i.e.:
dA™Y(z)
dr

o) - Je mag hierbij de expansie uit de vorige vraag

dz

op basis van A7 !(z) en
gebruiken.
(Gebaseerd op Remark 2.68)

Bewigs. Als we een één-parameterfamilie van inverteerbare matrices A(x) hebben, kunnen
we A(x + €) uitbreiden via Taylor-ontwikkeling als

Alx +¢) = A(x) + 8%(1’) +0(£?),

g
(A(z +¢)) ' =~ (A(a:) + 8%(1‘)) B

Substitueert men dan vervolgens A — A(z) en B — %2 (z) en vult dit in, in de expansie
uit vorige vraag, (A + B)™' =3 7 (—A'B)F A~ dan volgt:

(A(z + )" ~ (A(x) + e%(:@)) B

(278) — A1 (z) — A_l(g;)g%(x) (A(:L') + 6%(35))_

@ (A + s%«c))_l

(A +e) ' =AY 2) ., dA
. =—A (m)£

Neem de limiet lim,_,q van beide leden.

dA~!
dx

dA
dx

(z) = —A7 (z)—(2) A" (z),

Dit resultaat volgt ook direct door de afgeleide te nemen (kettingregel) van de definitie-
vergelijking
A(x)A (z) = L.

Merk op dat dit het scalair resultaat generaliseert

0 == (@),
dA

op een manier die vereist rekening te houden met het feit dat A(z) en %7 () mogelijk niet

commuteren. O
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3 LINEAIRE OPERATOREN

3 Lineaire Operatoren

A~

3.1 Directe som decompositie voor een projectie operator, P
(Proposition 3.3)

Gegeven een vectorruimte V' en een lineaire operator P € End(V) die voldoet
aan P? = P. Toon aan dat V = im(P) & ker(P).
(Gebaseerd op Proposition 3.3)

Bewijs. De operator P is idempotent, dus geldt: p2=p.
Elke v € V kan geschreven worden als:

Nu gebruiken we dat:

Dus:

A ~

Hieruit hebben we dus aangetoond dat V' = im(P) + ker(P).

Nu gaan we na dat im(P) N ker(P) = {0}. Stel @ € im(P) N ker(P).
1) @ € im(P): )
— Er bestaat een « € V' zodat w kan geschreven worden als @ = Pu. Dan volgt
dat Pw = P?i = Pu = .

Pw=w

2) & € ker(P): = Dan geldt: P = 0.

Er volgt dus dat voor willekeurige i € im(P) N ker(P) geldt dat

=
=]

W= Pw =

en dus dat im(P) Nker(P) = {0} = V = im(P) & ker(P) O
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3.2 FEigenschap van een eigenwaarde, \, van een operator, A (Proposition 3.5.)

A

3.2 Eigenschap van een eigenwaarde, )\, van een operator, A
(Proposition 3.5.)

Gegeven een lineaire operator Ae End(V) en een eigenvector v met eigen-
waarde )\, zodat Av = M. Toon in detail aan dat, gegeven een veelterm
p(z) € Flz], er geldt dat p(A)v = p(\)v.

(Gebaseerd op Proposition 3.5)

Bewijs. Voor mononomen p(x) = z* is dit triviaal omdat we duidelijk kunnen zien dat:

Voor het meer algemene geval moeten we lineaire combinaties nemen van deze monono-
men:

pz)=) 2" ()

We zien dan door (4] en Bl te combineren:
p(A)T =" AF5 = "M = p(\)7

k=0 k=0

]

3.3 Lineaire onafhankelijkheid van verzameling eigenvectoren
(Proposition 3.7)

Gegeven een lineaire operator A € End(V) en een verzameling eigenvectoren
S ={v;i=1,...,k} met bijbehorende eigenwaarden {\;;i =1,... k} die onder-
ling allemaal verschillen (); # \; voor alle i # j). Toon aan dat de verzameling
S lineair onafhankelijk is. (Gebaseerd op Proposition 3.7)

Bewigs. Beschouw een lineaire combinatie dat de nulvector geeft:
atvy + a*vy + ...+ afu, = 0

Als we de polynoom Hle, i #(/1 — \;j) toepassen op deze vergelijking, dan schrappen alle
termen behalve de i-de term dat Hle, i2i(Xi = Aj)a’v; = 0 wordt. Omdat de eerste factor
niet nul is voor onderling verschillende eigenwaardes en v; # 0, volgt dat a; = 0. Dit kan
gedaan worden voor alle i=1,...,k, zodat de enige oplossing a' = a? = ... = a* = 0 is, dus
impliceert dit dat de verzameling lineair onathankelijk is. O]
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3 LINEAIRE OPERATOREN

3.4 Eigenwaarde, \, van AB, ook eigenwaarde bij BA (Proposi-
tion 3.10)

Gegeven twee vectorruimten V en W en lineaire afbeeldingen A € Hom(V, W)
en B € Hom(W,V). Toon aan dat elke niet-nul eigenwaarde \ # 0 van BA €
End(V) ook een eigenwaarde is van AB € End(1V). Toon ook aan dat de
bijbehorende eigenruimten V), voor BA en W, voor AB voldoen aan W, =
AV en dim(Vy) = dim(W)), zodat de eigenwaarde \ # 0 dezelfde geometrische
multipliciteit heeft voor beide operatoren. (Gebaseerd op Proposition 3.10)

Bewigs. V), is de eigenruimte bij eigenwaarde A van de lineaire functie AB:V = V. De
notatie AV komt overeen met de ruimte im(Aly,) = {Av; Yo € Vi}, waarbij Ay, de
restrictie van A tot V) is.
Er geldt dat BAv = Av, voor alle v € V). Een willekeurige vector w € AV, kan geschreven
worden als w = Av.
Hieruit volgt:
ABw = ABAv = A(/\v) = \w.

=—> A\ is dus ook een eigenwaarde van AB W — W bij een zekere eigenruimte
Wy = ker(AB — ). De vector w kwam uit de ruimte AV)\ en daarom is AVA < W, en
dus ook dim(AVA) < dim(W)y).
Er geldt dat 121|VA een injectieve afbeelding naar W, is. Als dit niet het geval zou
zijn, zou er een niet-nul vector v € V) bestaan zodanig dat Av = 0. Maar dan kunnen we
niet hebben dat BAv = Av voor een niet-nul . (Dit is het punt waar A # 0 belangrijk
is!).
Aly, injectief = dim(Vy) = dim(AVy) < dim(W}).
Ook B lw, is een injectieve afbeelding naar V). Dit volgt direct door de rollen van
A en B om te draaien. Hieruit volgt dat:
— dim(W,) = dim(BW,) < dim(V})
Of anders gezegd: A"'B|y, handelt als de inverse van Ay, , aangezien inderdaad

()\_13 o A)v =, Yv eV,

(Ao (A 'B))w =w, YweW,.
Daarom zijn V) en W, isomorf en geldt dat dim(V)) = dim(W)}). O
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3.5 Monische veelterm en zijn compangion matrix (Proposition 3.11)

3.5 Monische veelterm en zijn compangion matrix (Proposition
3.11)

Gegeven een monische polynoom p(z) = 2" + p, 12" '+ -+ + p1z + py en een
geassocieerde “companion matrix”

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
C= :
0 0 0 0 1
|"Po —P1 —P2 ' TPn-2 “Pn-1]

Schrijf de verschillende rijen van de eigenwaardevergelijking C'v = \v uit. Als
we een kandidaat eigenvector v zo normaliseren dat zijn eerste component
voldoet aan v; = 1, hoe moeten de andere componenten v; voor k = 2,....,n
worden gekozen, en aan welke vergelijking moet \ voldoen, opdat de eigen-
waardevergelijking voldaan zou zijn? (Gebaseerd op Proposition 3.11)

Bewijs. We starten van een monische polynoom p(z) en zijn geassocieerde companion
matrix C. Vervolgens werken we de respectievelijke eigenwaardevergelijking uit:

Cv=\u
0o 1 0 - 0 |[un] [Av]
0 1 et 0 (%) )\UQ
= : : : : v3| = | v
0 0 0 1 : :
__pO —P1 —Pp2 - _pn—l_ _vn_ _)\Un_ (6)
[ V2 1 _)\vl_
U3 AUy
& Uy — | \us
_—p0U1 — pP1U2 — -+ — pn—lvn_ _)\Un_

We kunnen dit nu schrijven als een stelsel van n vergelijkingen:

(09 = Ay
U3 = AUg
(7)
Vp = A\Up_1
\ —PoV1 — P1V2 — *** — Ppn—1Un = Avy,

Vervolgens gaan we een kandidaat eigenvector ¥ zo normaliseren dat voor zijn eerste
component geldt dat v; = 1. Als we deze normalisatie voorwaarde toepassen op de vorige
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3 LINEAIRE OPERATOREN

uitdrukking krijgen we:

/

Vg = A
vy = A\?
=
vy = AL
(—P0 = PIA — =P AT = A A )
(09 = \
v3 = \?
=
N
(—D0 = PIA = = P AT = AT

Hieruit kunnen we twee conclusies trekken. Ten eerste hebben de componenten van de
vector ¥ de volgende waarden:

v = A" ke [1,2,3,...,0] (9)

En ten tweede voldoet de eigenwaarde \ aan de volgende vergelijking:

—Po—PA— =P AT = AT =0
SN 4 P N T AN A+ =0 (10)
< pA) =0

We zien dus dat de eigenwaarden van de companion matrix C de nulpunten zijn van de
monische polynoom p(z). Dit toont ook aan dat p(\) de karakteristieke polynoom van C
is. O
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3.6 Stelling van Calyley-Hamilton (Theorem 3.12)

3.6 Stelling van Calyley-Hamilton (Theorem 3.12)

Gegeven een vierkante matrix A € C"*" en zijn karakteristieke veelterm k,(z) =
det(zI — A). Bewijs de stelling van Cayley-Hamilton, namelijk dat k4(A) = O.
Hierbij kan je gebruikmaken van de bekende relatie dat voor elke vierkante
matrix geldt dat Badj(B) = det(B)I met adj(B) de geadjugeerde matrix van
B. (Gebaseerd op Theorem 3.12)

Bewijs. We kiezen voor A een basis en dus een matrixrepresentatie A en vervolgens
kunnen we definiéren:

T(z) =21 —A (11)
Met elementen: A A
Vervolgens definiéren we S(z) als de geadjugeerde van T'(z):
S(z) = adj(T(2)) (13)

Nu kan men met de gegeven betrekking de volgende uitwerking verkrijgen:
T(2)S(z) =T (2)adj(T(z)) = det(T(2))I (14)
=det(z] — A)l =k;(2)]

Vervolgens splitsen we dit in componenten:
T(2);S(2); = (21 = A)jS(2);
= (28] — 4;)5(2)] (15)
=k;i(2)0;,Vi,k=1,...n
We merken op dat de componenten S (z)fC polynomen zijn van een maximale graad n —
1. Omdat zowel linker- als rechterlid van de vorige componentgewijze vergelijking

polynomen zijn over F[z] kunnen we ze evalueren met betrekking tot A. Als we T(z)
evalueren in A krijgen we met de matrixvoorstelling:

Ti(A) = Asi — Ay (16)

J
Nu kunnen we beide leden vermenigvuldigen met e;:
]( ) 7 J . (17)

Nu gebruiken we [17] op de componentgewijze vergelijking [15] na beide leden opnieuw te
vermenigvuldigen met e;:

(18)

Door vervolgens te sommeren over i = 1,..., n vinden we dat k4(A)e; = 0. Dit impliceert
ten slotte dat &k ;(A) = O en k;(A) = 0 omdat we deze stappen basisonafhankelijk hebben
opgesteld (er werd gebruik gemaakt van een willekeurige basis). O]
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3.7 Spectrale decompositie van operator, A (Theorem 3.16)

~

Gegeven een vectorruimte V' en twee diagonaliseerbare operatoren A,E’ €
End(V) met spectrale decompositie

A=Y 004 B=Y us,
A€o 4 HEo

Als verder wordt gegeven dat [fl, B] =0, toon dan aan dat er een gemeenschap-
pelijke spectrale decompositie kan worden gevonden. Dat wil zeggen dat er
een verzameling complementaire projectoren {f’z,z € I} bestaat met / een be-
paalde indexverzameling, zodat voldaan is aan de volgende eigenschappen:

fzj%‘:: 5ij%7 EE:AﬁEZZ iVa
i€l

€en

(Gebaseerd op Theorem 3.16.)
Bewijs. Omdat A en B diagonaliseerbaar zijn kunnen we voor alle twee een spectraal

decompositie uitvoeren:
A=) QLB = ) nQ;

AEo 4 pneEoB

waarbij A € 04 en p € op de eigenwaarden van respectievelijk A en B zijn, omdat Qf een
polynoom is van A voor elke A en Qf een polynoom is van B voor elke p en [A, B] = 0 is:

A
[Q)\ ) Qf] =0
als we nu Py, = Qf@f introduceren dan is:
A A
PA,/'LPA/J'L/ = A QEQA/ Qﬁ

omdat [Qf, Q7] = 0 kan je deze termen omwisselen dan heb je:
ANA BB
PPy = AQXQ# Qu’
omdat Q%' ook gewoon een spectraal projector is geldt het volgende:
(@ =QF enals AN Q{Q} =0
hierdoor wordt:
PA».UP)\/#/ = Qf@iﬁ/@f@ff = 5)\)\'5%#’Qfo = 5(&#);()\’7#’)])&#
een tweede eigenschap van een spectraal operator is:
> ot -1
AEo A
hierdoor kan men ook vinden voor de samengestelde spectraal operator P, ,, dat:

Yoo Pu= > @er=0_ i Q=1

(Ap)€oaXop (Ap)€oaXop AEo 4 neop
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3.8 Invariante deelruimte W, bij A+ al (Lemma 3.17.)

aangezien je altijd maal 1 kan doen wordt:

A=) 2Q0=D 21 Q7= APy
A

AEo A AET 4 HneET B

Hetzelfde kan gedaan worden voor B als we nu een subsitutie doen van alle (A, ) naar i
waarbij 7 alle mogelijke combinaties van (A, 1) doorloopt en de notatie A vervangen door
A; voor de eigenwaarden van A en ook bij B doen hetzelfde doen met een index 7, kan
het gevraagde teruggevonden worden. O

3.8 Invariante deelruimte W, bij A+ al (Lemma 3.17.)

Beschouw een invariante deelruimte I < V van een lineaire operator A e
End(V); toon aan dat dit ook een invariante deelruimte is van A+ al voor elke
scalair a € F. (Gebaseerd op Lemma 3.17.)

Bewijs. Als W een invariante deelruimte is van A, dan geldt per definitie:
AweW vYweW.

Beschouw nu de operator A+ al, waarbij 1 de identiteitsoperator is. Voor elke vector
w e W geldt: ) X
(A+al)w = Aw + alw.

De eerste term, AW, ligt in W omdat W invariant is onder A. De tweede term, alw, is
gelijk aan aw, en omdat w € W en W een lineaire deelruimte is (dit is een eigenschap
van deelruimten), volgt dat:

aw € W.
Daarom is: R X
(A+al)w = Aw +aw € W.
Hieruit volgt dat I een invariante deelruimte is van A + al voor elke a € F. O

25



3 LINEAIRE OPERATOREN

3.9 Invariante deelruimte ker(A—\1)*, onder A (Proposition 3.18)
)

Toon aan dat lger(/l — M)*¥ voor elk natuurlijk getal k& € N een invariante deel-
ruimte is van A.

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 3.18)

Bewigs. Beschouw de lineaire operator A e End(V) en een scalair A € F. We willen
aantonen dat de k-de kern van A—A1, genoteerd als ker(A—A1)*, een invariante deelruimte
is van A voor elk natuurlijk getal £ € N. Dit houdt in dat:

Vv € ker(A — A1) . Av € ker(A — A1)~
De deelruimte ker(A — A\1)* wordt gedefinieerd als:
ker(A — M) = {ve V| (A - \)*v =0}

We bewijzen nu dat Av € ker(A — A\1)* voor elke v € ker(A — A1)¥. Zij v € ker(A — A1)¥.
Per definitie geldt: ) A
(A= XD)*v =0.

We willen aantonen dat Av € ker(A — A1)*, wat betekent dat:
(A —A)F(Av) = 0.
Beschouw (A — A)¥(Av). Door de lineariteit van (A — A1), schrijven we:
(A= M)F(Av) = (A = M)F YA — M) (Av).
Omdat (A — A\1)(Av) geschreven kan worden als:
(A= M)(Av) = A(A — Al)v,

door middel van links A uit de haken te halen en vervolgens rechts, A, weer in te schuiven,
volgt dat:

s

(A= M)E(Av) = A(A = \1)'v = Ao = 0.
Hieruit volgt dan dus ook dat :
(/1 — Ai)k(flv) =0.

Daarom is Av € ker(A — A1) wat de invariantie aantoont van de deelruimte.
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310 ker(A — A1)* < ker(A — A1)**! voor k € N (Proposition 3.18) (!)

3.10 ker(A — A)* < ker(A — A1)¥*! voor k € N (Proposition 3.18)
(*)

Toon aan dat ker(A — A1)% < ker(A — A1)+

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 3.18)

Bewijs. Om aan te tonen dat ker(A — A1)¥ < ker(A — A1), oftewel dat ker(A — A\1)¥ C
ker(A — A1)**! maken we gebruik van de definitie van kernen en eigenschappen van
lineaire transformaties. Zij B = A — A1. Dan geldt:

(A— A1)k = B*

De kern van B*, genoteerd als ker(B*), is de verzameling van alle vectoren v waarvoor
B¥v = 0. We willen aantonen dat elke vector v € ker(B*) ook behoort tot ker(B**!).
Neem een willekeurige vector v € ker(B¥). Dan geldt:

B*v = 0.
Om na te gaan of v € ker(B**!), moeten we controleren of:
By = 0.

Schrijf B*t! als:
Bk—H _ é . Bk

Toepassing hiervan op v geeft: R o
B*'v = B(B*v).

Omdat B*v = 0 (aangezien v € ker(B¥)), volgt:
B*'v = B(0) = 0.

Hieruit concluderen we dat v € ker(Bk“) en is het gevraagde bewezen. ]
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3 LINEAIRE OPERATOREN

3.11 Invariante deeltruimte ker(A — A\1)* = ker(A — A1)5**
(Proposition 3.18) (!)

Toon ook aan dat als ker(A — A\1)* = ker(A — A1)**!, dat dan ook geldt dat
ker(A — A\1)* = ker(A — A\1)*** voor elk natuurlijk getal k. (Gebaseerd op Proposition
3.18)

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. We weten dat V een eindig dimensionale ruimte is. Dit kunnen we toepassen
in de dimensie stelling: dim(ker(B*)) + dim(im(B*)) = dim(V), waarin we opnieuw
3 = A — A gebruiken, en aangezien V eindig dimensionaal is, is ker(B*) ook eindig
dimensionaal en kan niet blijven stijgen.

Als we s gebruiken als de eerste index waarvoor het de kern stabiliseert (en dus dat het
verder toenemen van s niet correspondeert in een stijging van de dimensie) dan kunnen
we dus schrijven dat ker(B*™) = ker(B*) en dus dat ker(B*t*) = ker(B*) waarmee het
gebraagde bewezen is. O]

A

3.12 Invariante deelruimte im(A — A\1)*, onder A
(Proposition 3.18) (!)

Toon aan dat 1Am(121 — A1)¥ voor een natuurlijk getal k € N een invariante deel-
ruimte is van A.(Gebaseerd op Proposition 3.18)
LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. We willen bewijzen dat Im((/l — A)¥) een invariante deelruimte is op lineaire
operator A € End(V)

Zij v € Im((A—=M)*) = v = (A= M)*w met w € V, want (A — A\)* werkt in op
elementen van vectorruimte V.

Om aan te tonen dat Im((A — A\)*) een invariante deelruimte is op lineaire operator
A, moet: R o X
Av = A(A = MD)*w € Im((A— \I))* (19)

A

We weten dat Aw € V, het doel is om een uitdrukking te vinden van de vorm (A= \D)ru
met u € V:

AA=XDFw = A(A = XI) (A= AI) ... (A= \)w
= (A2 — AN)(A = \]) ... (A= XDw
= (A2 = XA) (A=) ... (A= XDw

(A (

Met Aw € V want A € End(V), dus herschrijven we Aw = u € V en vinden we wat we
zochten:

~

(A—N*Aw = (A — NPu e Im((A — \))* (20)
O
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313 im(A — A1)* = im(A — M)F+ (Proposition 3.18) (!)

3.13 im(A — A\1)" = im(A — A1)¥*! (Proposition 3.18) (!)

Toon aan dat im(A — A1)* = im(A — \1)F+1,
LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 3.18)

Bewijs. We moeten bewijzen dat (A — XI)*v € Im((A — \)*) met v € V.

A

(A= AD*y = (A= AXDF(A = M)v
= (A=)

Met w € im(A — ) en dus w € V

dit betekend dat (A — AI)*w € Im((A — AI)¥) en dus dat (A — XI)*'o € Im((A — XI)¥)
YveV

~

We kunnen dus schrijven dat Im((A — XI)**1) < Im((A — AI)F) O

sition 3.18) (!)
Toon ook aan dat als im(A — A1)* = im(A — A\1)**!, dat dan ook geldt dat
im(A — A\)* = im(A — A\1)*™ voor elk natuurlijk getal k.
LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 3.18)
Bewijs. We tonen aan dat als Im(A—XI)% = Im(A—\I)¥+! dat dan ook Im(A— )k =
Im(A — AI)k+n

als Im(A — XI)* = Im(A — AI)*+! dan geld:

Im(A = XD = Im(A — MX)*2 = Im(A — M)k = Im(A — AT )k+2

Dus dan is het triviaal dat voor elke n € N geldt dat

~

Im(A — X% = I'm(A — AI)ktn O
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3 LINEAIRE OPERATOREN

3.15 im(A — \)* Nker(A — A\1)* = {0} (Proposition 3.18) (!)

Toon aan dat als im(A — A1)* = im(A — A1)**! en ker(A — A1)* = ker(A — A1)**!,
dat dan geldt dat im(A — A1)* Nker(A — A1)* = {0}.

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 3.18)

Bewijs. Men weet uit het gegeven dat: im(A — A1)* = im(A — A1)+, ker(A — A1)* =
ker(/l — A1)**! over een eindig dimensionale vectorruimte V. Vervolgens beschouwt men
eerst een vector ¥ € (ker(A — A1)¥ Nim(A — A)¥), voor elke k € Z. Vervolgens maken
we gebruik van de definities van de kernel en image. We krijgen:

(A— X))o =0 (21)
(A= \D)rw =0, 3w e V (22)
Door de uitdrukkingen [21] en [22| te combineren, kunnen we het volgende terugvinden:

(23)

Deze laatste nitdrukking impliceert dat @ € ker(A — A1)?*. Maar als we vervolgens k >
s kiezen dan geldt uit het gegeven:

ker(A — A1)% = ker(A — A1) (24)
Deze laatste vergelijking impliceert dat w € ker(fl— A)*. Deze bevinding impliceert dan:
¥ = ker(A — \)fw = 0 (25)

We vinden dan ten slotte dat im(A — A1)* Nker(A — AM)* = {0} door de keuze k =
S. (We kunnen dit resultaat combineren met de rang-nulliteitsstelling om te verkrijgen:
im(A — A)* @ker(A - A)F=V)) O
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3.16 Bereken exp(J§4)) (Section 3.4)

3.16 Bereken eXp(J)(\4)) (Section 3.4)

Gegeven een Jordan-block met eigenwaarde )\ en grootte 4,

I =

O O O
O O > =
O > = O
> O O

Bereken exp(J/@). (Deels, gebaseerd op Section 3.4)

Bewigs. We willen de matrix-exponentiéle van de Jordan-blok J§4) berekenen, gegeven
door

— o O

I =

S O O
S O > =
O > = O

A

Men kan deze op twee manieren berekenen, ofwel gebruikt men de algemeen bekomen
vergelijking (3.75) op pagina 105 uit de cursus of men berekent dit op een intuitieve
manier hieronder gegeven. De matrix-exponentiéle wordt gedefinieerd als

J(4) k
exp(J(") =3 2!) ‘

k=0

Omdat J§4) = A + N, waarbij N een nilpotente matrix is, hebben we
eXp(J)(\A‘)) = exp(Al + N) = exp(A]) - exp(N).
Omdat exp(Al) = e I, volgt dat
exp(J>(\4)) = et - exp(N).

De matrix N is gegeven door

0100
0010
N= 0 001
0000
Omdat N nilpotent is, geldt dat N* = 0, en de matrix-exponentiéle van N wordt gegeven
door
eXp(N) = F
k=0

Aangezien N* = 0, kunnen we de som tot de derde macht beperken:

N? N3

We berekenen de eerste paar machten van V:
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3 LINEAIRE OPERATOREN

- N2
[0 0 1 0]
> 10 0 0 1
N = 0 00O
0 0 0 0]
- N3:
[0 0 0 1]
3 (00 00
N = 0 00O
0 0 0 0]
- N*=0.
We vullen de termen in:
2 NS
exp(N)zI%—N—i-?—i—j.
Dit wordt:
1 0 00 01 00 0010 00 01
ex(N)—0100+0010+10001+—0000
PV =10 01 0 0001 0000 "6l0000
0001 0000 00 00 0000
Door de matrices op te tellen, krijgen we:
¥
— 2
xp(N) =1y o 1 1
00 01

De matrix-exponentiéle van .J /(\4) is:

exp(J)(\4)) = et - exp(N).

Invullen geeft:

exp(J}") = ¢

o O O
S O ==
O = =N
il S e [
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3.17 Bereken log(J)(\?’)) (Section 3.4)

3.17 Bereken log(JS’)) (Section 3.4)

Gegeven een Jordan-block met eigenwaarde )\ en grootte 3,

7Y =

o O >
O > =
> = O

waarbij verder gegeven is dat A € R>,. Bereken log(J/(\S)). (Deels, gebaseerd op
Section 3.4)

Bewigs. Gegeven een Jordan-blok J §3) van grootte 3 met eigenwaarde A:
0
JY = 1

o O >
O > =
>

We willen log(Jig)) berekenen. Men kan deze op twee manieren berekenen, ofwel
gebruikt men de algemeen bekomen vergelijking (3.75) op pagina 105 uit de cursus of
men berekent dit op een intuitieve manier hieronder gegeven. Schrijf J f’) als de som van
een diagonale matrix en een nilpotente matrix:

JY =X+ N,

waarbij I de identiteitsmatrix is en /N de nilpotente matrix:

N =

o O O

1
0
0

o = O

Merk op dat N3 = 0, omdat N nilpotent is.
De matrix-logaritme is lineair als de matrices commuteren. Aangezien J /(\3) =M+ N,
en Al commutatief is met N, geldt:

N
log(J) = log(AI + N) = log(AI) + log(I + )

De matrix A is diagonaal, dus de logaritme van A\l wordt componentgewijs toegepast:

log(\) 0 0
log(AI) =log(\)I = 0  log(\) 0
0 0  log(\)

De Taylor-expansie van log({ + X) is > o, %XZ dus voor X = %;

lo ([_i_ﬂ)—ﬂ_l E 2_|_1 E 3_
sUTN TN T2 \a 3\ ‘

Omdat N3 = 0, wordt de reeks eindig:
1(NY
2\ N/

N
log(] + —) =
og(+A)

N
A
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De matrix % is:
0+ 0
N hy
0 0 0
De tweede macht van % is:
00 4
N\? PE
(X) =10 0 O
00 O
We hebben: . .
0 + O 0 0
N hy 1 22
1og(1+7): 00 1 -5(000
0 0 O 00 O
Dus:
N [0% -
log(I—l—X): 00 =
0 0 0

Combineer dit met log(\):

N
log(J™) = log(A\)I + log(I + ~)

A
1 1
log(J) =1 0 logn) 0 [+fo 0 1
0 0 log()\) 00 O

Het eindresultaat is:
" log(A) 3 —53
log(‘])\ ) = 0 log(\) %
0 0 log(A)
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4 Normen en Afstanden

4.1 Ongelijkheden met Ho6lder p-normen

Beschouw standaard vectoren v € ", waarop we de familie van Holder p-

normen definiéren als:
n 1/p
[vll, = (Z !vk\p> :
k=1

Vind voor elk van de onderstaande ongelijkheden de kleinste waarde C' waar-
voor de ongelijkheid geldt, en zoek een bijbehorende vector v waarvoor bij die
waarde van C de ongelijkheid een gelijkheid wordt:

Lol < Cljolly

2. vl < Cllvllx
3. Jvlly < Clvll2
4. vllos < Cllv[l2
5. vl < Cllvlls
6. [vll2 < Cljvlle
Definition 4.1. Voor een vector v = (vy,... ,v,) € F", wordt de Hélder’s p-norm

gedefinieerd voor, p > 1, als zijnde

n 1/p
vl = (Z |vi|p>
i=1

en voor p = 00, de oneindige norm genoemde, als

=1,...

Bewiys.
1. Jlolls < Clloll:
Er geldt dat:

(lvll1)? (ZIM) >Zlvz|2 (Ivll2)

4
[olls = o]l

Er geldt dus dat C' = 1. De vector waarvoor de gelijkheid voldaan is, is van de vorm
0,...,0,a,0,...,0). Bijvoorbeeld een eenheidsvector voldoet hieraan.

2. [[v]|oe < Cf|vl]1:
Het valt makkelijk in te zien dat deze ongelijkheid geldig blijft bij een laagste constante,
C =1, kiest men namelijk, C' < 1, dan kan men makkelijk inzien dat dat deze ongelijkheid
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4 NORMEN EN AFSTANDEN

niet meer geldt voor vectoren v = (v;), waarvoor vy = a en v; = 0 met i # k (vectoren
met één niet nul element).

1) < )
s () < €3 o
De vectoren die van deze ongelijkheid een gelijkheid maken, zijn precies degene vermeldt
hierboven en dus een vector die van deze ongelijkheid dus een gelijkheid maakt is bijvoor-
beeld: v = (1,0, ...,0)).

3. [v]ly < C|vl]x:
Om de kleinste waarde voor de constante C' te vinden waarvoor de ongelijk nog steeds
geldt, impliceert dus dat:
v
ol _
vz0 [[V]l2
Men kan inzien dat een vector van de vorm v = (a,aq,...,a), met a € R dit maximaal
maakt. Want stel dat de componenten ongelijk verdeeld zouden zijn (bijvoorbeeld som-
mige groot en sommige klein, relatief gezien), dan wegen deze grotere termen, in de noemer
meer door dan in de teller, dit doet de verhouding R;(v) verkleinen.

Ry(v) = ol — 2=t ’U’f|1/2
loll (S5 o)

Kiest men dus het geval v = (a,a,a,...), dan vindt men als kleinste constante C', waar-
voor de ongelijkheid nog geldt:

> k=1 lal nlal
C = sup = = =+/n
vro (0 |a2)'? Vnld]

Een vector, die de opgegeven ongelijkheid dus een gelijkheid maakt is bijvoorbeeld:
v=(1,1,..1).

4. (o] < Clfo]l
Dezelfde methode als in onderdeel 2. kan gebruikt worden voor deze ongelijkheid.

" 1/2
2
mox () < € (Z ud )

Het valt in te zien dat tot eenzelfde conclusie kan gekomen worden als bij onderdeel 2.

5. [lolly < Clfol]
Per definiet van de oneindig norm, moet volgende gelijkheid gelden:

[ok] < [v]]oo

Sommeert men dan vervolgens over alle n’s, dan vindt men de waarde C' = n terug.

n

Do lol <n[o]ee

k=1
De ongelijkheid wordt een gelijkheid voor vectoren van de vorm v = (a,a,...,a), en dus
bijvoorbeeld een vector die hiervan een gelijkheid maakt is v = (1,1,...,1).
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4.1 Ongelijkheden met Hélder p-normen

6. [[v]]2 < Cllv||o:
Eenzelfde truc als in vorige deelvraag kan worden toegepast om C' terug te vinden, na-
melijk:

ok < lvll%

Sommeert men opnieuw over alles n’s dan vindt men nu een C' : \/n.

n
Do lul <n-vll%
k=1

n 1/2
= (Zw) <V ol
k=1

Opnieuw geldt dat de vector die van de ongelijkheid een gelijkheid maakt, van de vorm
v = (a,a,...,a) moet zijn, een vector die gelijkheid teweeg brengt, is bijvoorbeeld: v =
(1,1,...,1).

O
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4.2 Holder’s ongelijkheid (Lemma 4.2)
Gegeven de ongelijkheid van Young:

N X

Va,b € Ry : ab<a—+—
B p q

waarbij p,q > 1 en %+ % = 1. Gebruik deze ongelijkheid om aan te tonen dat
twee standaard vectoren v, w € F" voldoen aan Hé6lder’s ongelijkheid:

n

> luillwil < Jlollplwlly.

i=1
(Gebaseerd op Lemma 4.2)

Bewigs. In het bewijs om Ho6lder’s ongelijkheid aan te tonen maakt men gebruikt van
Young’s ongelijkheid, die luidt: ab < < + %q, waarbij p € Ren ¢ = p/(p —1). Be-
schouw een Wlllekeurlge vector v, w € F", dan kan voor deze vectoren a;, b; definiéren
zodat: a; = H”l enb; = |‘w’| Vn, men kan dan schrijven dat:

[vllp |w]|
Z b z 1 ’lew’l|
[|v]]pl|wllq

Men gebruikt hierop nu de ongelijkheid van Young, zodat:

Z?:l V3] |w| < Z?:l |v; P i Z?:l |w;|?

lollpllwlly — lvllo p [|lwllg q
Men ziet dan vervolgens in dat )", |v;|P = |[[v|[?, aangezien dit de definitie van de
p-norm, ||.||, is en dus kan men uit voorgaande regel het te bewijzen terugvinden.
Sl 1,1
[l |wllq P q

n
= > lullwi] < lollyllwll,
=1
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4.3 Minkowski ongelijkheid (Lemma 4.3)

4.3 Minkowski ongelijkheid (Lemma 4.3)

Gebruik de bovenstaande ongelijkheid van Hélder om aan te tonen dat vec-
toren v, w € F" voldoen aan de Minkowski ongelijkheid:

lo +wll, < l[ollp + [[wllp,

dewelke uitdrukt dat de p-norm voldoet aan de driehoeksongelijkheid (en dus
een geldige norm is).
(Gebaseerd op Lemma 4.5)

Bewigs. Opnieuw zal in dit bewijs gebruik gemaakt worden van Young’s ongelijkheid,
net als van Holder’s ongelijkheid om Minkowski’s ongelijkheid, na te gaan. Ge-
bruikt men de definitie van de p-norm, ||.||,, dan kan men ||v + w||? gaan schrijven als:

o+ wllp = "o+ wil” =Y v + wi] o; + w;"™!
i=1 i=1
De driekhoeksongelijkheid vertelt bij de p-norm, geeft ons dus dan volgende ongelijkheid.

n n n
> " Jvi A wil v+ wilP <Y o] v+ w4 ] o+ wiP
=1 =1 =1

n n
=1 =1

waarbij u; = |v; + w;[Pt. Op de twee termen in het rechterlid van de ongelijkheid, pas
men nu de Holder ongelijkheid toe zodat:

v +wlff < [[oll, [[ully + [lw]l, [Jull,
Wetend uit de ongelijkheid van Young dat ¢ = p/(p — 1)en kan vinden voor ||u|| dat:

p—1
p

1
n q n
|[ull, = (E |Uz‘+wi|Q(pl)> = (E !Uﬂrwi\p) = |[v +w|[p!
i=1 =1

Na de terug substitutie van ||u||, in de laatste ongelijkheid, deelt men vervolgens door
||v +w|[?~!, om zo de ongelijkheid van Minkowski terug te vinden. O
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4.4 FEen begrensde operator A is een continue afbeelding
(Proposition 4.17.)

Beschouw een lineaire afbeelding A € Hom(V, W) tussen genormeerde vector-
ruimten (V|- |v) en (W,| - |lw) die begrensd is, zodat de geinduceerde norm
voldoet aan ||A|y_w = C < co. Toon aan dat A een continue afbeelding is van
V naar W. (Gebaseerd op Proposition 4.17.)

Bewigs. Ter herinnering, de intuitieve definitie van continuiteit van een functie, afbeel-
ding (voor fysici): f(z) is overal continu <= als (z — zo) < ¢ impliceert (=) dat
(f(x) — f(z)) < € zo klein mogelijk gemaakt kan worden als men maar wil, oftewel

lim,_,, f(z) = f(a).

Als afbeelding A € Hom(V, W), lineair is en begrensd is voor ||Al|y_w = C dan volgt er
direct dat ||A||, continu is, namelijk, kies twee willekeurige vectoren v, v’ € V dan kan
men altijd een § vinden zodat: ||v — v'||yw < J. Kijkt men vervolgens naar de norm
van: ) A A A

|Av — Av'|lvow = [|[A(v — ) [lvow < [|Allvowllv —v'l[vow

— ||A’U — A'UIHV_WV S CH’U - v,||V—>W S Cd=:¢
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4.5 De I-norm, ||.||/1—1, voor een matrix A (Example 4.14.)

4.5 De 1-norm, ||.||/1—1, voor een matrix A (Example 4.14.)

Beschouw matrices A € Hom(F",F"), i.e. A € F™*", waarbij we op zowel
W = F™ als V = F" de 1-norm beschouwen. De geinduceerde norm voor A
wordt dan gegeven door:

|Avl, D it Z?:l Aijv;
[o]l1 > i1 |vjl

Toon eerst aan dat voldaan is aan de bovengrens:
Av 1 T

40 S5,
Jj=1,...,n < T
1=

[oll1
voor alle vectoren v € F". Toon verder aan dat je een vector v kan vinden waar-
voor deze ongelijkheid geldt als gelijkheid. Dit toont aan dat het rechterlid
van de ongelijkheid overeenkomt met de maximale waarde, of dus dat:

m
[All151 = jgaxnz | Aijl.-
o e

| Alj1—1 = sup ,veF" v#0

(Gebaseerd op Ezxample 4.14.)

Bewijs. Men gebruikt de definitie van |[|A||; om de boven grens te gaan vinden en de
ongelijkheid aan te tonen.

| Av|l, _ Doy [ 2051 Aijusl - Doy i [Ai v
|1 ot |Vl B et |Vl
Men weet dat voor de absolute waarde geldt dat |ab| = |a| |b], brengt men dan vervolgens

de noemer binnen in de dubbele som, dit mag aangezien het resultaat van de noemer als
een getal kan beschouwd worden, dan kan men de ongelijkheid schrijven als

JAv]1 = v ~ [
< A jl =t = |Aijl | a;
[v[|x ZZ Ty ey o Z <)

i=1 j=1 j=1

hierbij heeft voor het gemak |v;|/(D_7_, |vk|) gesubstitueerd met a;, waarvan men weet dat
a; < 1. Men kan dan ook gaan inzien dat onderstaande ongelijkheid geldig is aangezien

Z;L:]_ a'j =1

n n

g zja; < g max (zj)a; = max z;
Jj=1,..,n Jj=1,...,n
7=1 j=1

Doet men dit nu voor de eerder gevonden ongelijk, dan vindt men onmiddellijk het te
bewijzen terug, namelijk dat:

A m
LT
[vl[x J=len i

De triviale vector die van deze ongelijkheid een gelijkheid maakt is van de vorm:
1, alsj=7"
Uj =
0, elders.
hierbij is 7%, de index van de kolom (van matrix A), waarvan de kolom som maximaal
is. [
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4 NORMEN EN AFSTANDEN

4.6 De co-norm, ||.||x—s, voor een matrix A (Proposition 4.24.)

Doorloop dezelfde stappen als in de vorige vraag, maar nu met de co-norm,
waarbij geldt dat:

D e Aijv;

[v]lo maxj—1 .. n V]

HAUHoo B maxi=1,..m

| A o000 = sUP v e v£0

Toon opnieuw eerst de ongelijkheid:

A n
[ Av][ < max S|4,
ol = 2%, 2

j=1

en toon verder aan dat deze ongelijkheid een gelijkheid wordt voor specifieke
vectoren v € [F".
(Gebaseerd op Proposition 4.24.)

Bewijs. Men gebruikt de definitie van ||A||,, om de boven grens te gaan vinden en de
ongelijkheid aan te tonen.

JAV||oo  MmaXimt, | Doy Aijvil  maxiy om0 [Ai ;]
o]} max;—1,__n [v)] T maxyey, [y
Men weet dat voor de absolute waarde geldt dat |ab| = |a| |b], ook weet men dat

max;—1,_,(v;)/a = max;—y__,(v;/a), met a € R, dus volgt

A n A s
Aol 5o Al
[V]loe ™ i=Lim S max;—y_p [vy
Als laatste stap in het bewijs tracht men in te zien dat onderstaande ongelijkheid geldig
is V7, aangezien namelijk bij de v; die dit maximaal maakt de teller gewoon weg deelt
met zich zelfs in bovenstaande ongelijkheid.

vy

max |vj| = |v;] <= =1
j=1,...n max;=1,..n |'Uj’

1Al

[v]]oo

n
< max E |A; ;
i=1,....m §
j=1

Men ziet ook dat de triviale vector die deze ongelijkheid een gelijkheid maakt moet bestaan
uit elementen v; = £k, waarbij & € R,. ]
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4.7 Gelfand formule (Proposition 4.24.)

4.7 Gelfand formule (Proposition 4.24.)

Gegeven een submultiplicatieve norm op de ruimte van lineaire operatoren
op een vectorruimte V, i.e. een norm die voor alle operatoren fl, Be End(V)
voldoet aan: o o

IAB| < I AllIBI,

toon aan dat: X )
lim [[ A7/ = p(A),

n—oo

waarbij p(fl) de spectraalstraal van Ais (het maximum van alle absolute waar-
den van eigenwaarden van A).(niet verbeterd)

Definition 4.2. Laat ||.|| een norm zijn op de ruimte van lineaire operatoren End(V') van
een vectorruimte V.. Als ||AB|| < ||A]| ||B]|, dan noemt men ||.|| submultiplicatief.

Definition 4.3. De spectraal straal van een operator A €End(V' ) wordt gedefinieerd als,
zignde:

pi=sup{|A; A €o,}

hierbij s wordt de spectraal straal dus de absolute waarde van de grootste bijhorende
eigenwaarden van operator A.

(Gebaseerd op Proposition 4.24.)

Bewijs. Voor een submultiplicatieve norm weet men uit Definitie dat het volgende
moet gelden, namlijk dat ||A"|| < [|A]|™, dit impliceert dus ook als [|A]| < 1, dat:

~

lim ||A"[| < lim [JA||" = 0 = lim A" =0
n—oo n—oo n—oo

uit de jordan-decompositie (> zie dit als een soort diagonalisatie) blijkt dus dat de
spectraal straal, p; (> alle eigenwaarden, \) kleiner is dan 1 zie Definitie

(A" = PD"P~1, voor n — oo, kan enkel als elke eigenwaarde op diagonaal zelf naar nul gaat als de nulmatrix bekomen

moet worden en dus moet A\; < 1)

Construeert men vervolgens de operator B. = (ps + e)*lfl, voor een € > 0, met bij-
horende spectraal straal, ps = pilpi + €)1, men ziet dan makkelijk in voor, € > 0
dat ps < 1 en dus opnieuw limn_mo(Be)" = 0. Volgens de fundamentele definitie van
een limiet, kan men dus altijd een N, vinden, zodat ||(B.)"|| < 1 voor alle n > N..
Schrijft men dit B, terug in termen van A, operator dan vindt men ||A"|| < (p; + €)"
en dus HA”||1/ " < pji+ e, uit een eerdere stelling in de syllabus weet men ook dat voor
een submultiplicatieve norm, ||.|| geldt dat: [|A™|] > p", dan volgt hier uit de Gelfand
formule triviaal, namelijk, er kan voor elke ¢ > 0, een N, gevonden worden zodat dat
pi < [JA?|VN < psi + € voor alle n > N, oftewel de volgens de definitie van een limiet:

: An||1/n _
Tim [[A™[[" = p 4
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4 NORMEN EN AFSTANDEN

4.8 Geperturbeerd lineair stelsel en conditiegetal (Section 4.4.2)

Gegeven een inverteerbare lineaire operator A € End(V) op de genormeerde
vectorruimte (V|| - ||), beschouw het lineaire stelsel Az = y alsook het geper-
turbeerde stelsel A(x + Az) = (y + Ay). Toon aan dat je de relatieve norm
van de perturbatie in de oplossing ||Az||/||z| kan begrenzen in termen van de
relatieve norm van de perturbatie op het rechterlid ||Ay[//|y|| en het condi-
tiegetal x(A) = || A||| A1, waarbij we voor A € End(V) de geinduceerde norm
gebruiken. Toon ook aan dat x(A) > 1.

Definition 4.4. Als A € End(V'), een lineaire operator is op een genormeerde vector-
ruimte (V,||.||), dan wordt het conditie getal gedefinieerd als volgt:

w(A) = {||/1]| I|A=Y|, als A inverteerbaar is (26)

400, elders

(Gebaseerd op Section 4.4.2 )

Bewijs. Men kan voor een geperturbeerd systeem A(x + Az) = y + Ay, schrijven dat
A( )—i—A(Ax) — y+Ay, wetend uit de opgave dat Az = y, moet dus bijgevolg A(Aw) Ay
gelden. Men kan dan ||Ax||/||z|| gaan begrenzen met behulp van de driehoeksongelijkheid
(Ilyl| = [|Az|| < ||A]| ||z]|) en de Definitie [4.4] namelijk:
A—1 A—1
IAcl] _ A~ A _ AN I8l _ 5 18 o
||| ||| [lyl1/11All lyll

Start men nu uit de definitie voor hetconditie getal, Definitie dan kan men met
behulp van de (omgekeerde) driehoeksongelijkheid ook aantonen dat:

r(A) = A JATY] > [JATT A = [i]] =1 (28)

]
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5 Inwendige Producten

5.1 Cauchy-Schwarz-Bunjakowski ongelijkheid (Theorem 5.2.)

Gegeven een vectorruimte V' met een inwendig product (een positief definiete
Hermitische sesquilineaire vorm) (-,-). Toon de bekende Cauchy-Schwarz-
Bunjakowski ongelijkheid aan:

(v, w)* < (v, v)(w,w), Vo,weV.

Toon met behulp hiervan ook aan dat de definitie ||v|| = \/(v,v) voldoet, i.e.,
dat |lav|| = |a|||v] en ||v+ w| < |Jv|| + ||w]|. (Gebaseerd op Theorem 5.2.)

Bewijs. Als v = 0, dan geldt (v,w) = 0 en dus |[(v,w)|> = 0. Hieruit volgt dan de
Cauchy-Schwartz-Bunjakowski ongelijkheid:

(v, w)* < (v, v){w,w).

Neem nu v # 0. Beschouw de vector av —w, waarbij a € C. Het inwendig product voldoet
aan:

(av —w,av —w) >0, (positieve definiet).
Men werkt dit dan vervolgens uit, d.m.v. de (anti-)lineariteit in het eerste/tweede argu-

ment tot:
{av — w,av — w) = |a|*(v,v) — a{v,w) — a{w,v) + (w, w).

|~
I~

w,v)
v,v)

U7w>

oo , dit mag omdat v # 0, en vult men dit dan in, dan vindt men:

Kiest men a =

o~

jaf* =

Substitueert men dan vervolgens a in de voorgaande uitdrukking hierboven dan wordt
deze:

o, ), fww,

= B - ) - 2D )+ ) 2 0
o, )R,

— <U,U>2 <U7U> 2 <U,U> < ) >+< ) >20
P )P

= T Ty S

[ < (w,w)(v,0)

Dit bewijst de ongelijkheid. De ongelijkheid wordt een gelijkheid enkel en alleen als
av —w = 0, oftewel als w = av, wat betekent dat v en w lineair athankelijk zijn. O]
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.2 Parallellogramwet (Proposition 5.5)

Gegeven een vectorruimte V' met een inwendig product (-,-) en bijbehorende
norm ||v||? = (v,v). Toon aan dat deze norm voldoet aan de parallellogramwet:

lv +wlf* + lv = w]l* = 2(][v]* + [lw]*).

Kan je ook illustreren wat deze gelijkheid uitdrukt voor de standaard Eucli-
dische norm (2-norm) voor vectoren in het vlak R*? (Gebasseerd op Proposition
5.9)

Bewiygs. .

1. Berekening van [|v + w]|?
lv+wl]* = (v +w,v +w) = (v,0) + (v, w) + (w,v) + (W, w).
Omdat het inwendig product bilineair en symmetrisch is, hebben we:

lv +w]l* = [v]l* + 2(v, w) + w]|*.

2. Berekening van [|v — w||?
||U - u}H2 = <U —w,v — U)> = <U,U> - <U,U)> - (w,v> + <w7w>

Dit geeft:
lv = wi* = [Jv]]* = 2{v, w) + [lw]*

3. Som van ||v+wl? en ||v — w||? Door de twee uitdrukkingen op te tellen, krijgen we:
lv+wl® + [lv = wl* = (Jol* + 2(v, w) + [[wl]®) + ([v]]* = 2(v, w) + [[w]]*).
Hierbij vereenvoudigen de termen 2(v,w) en —2(v, w) elkaar, zodat:

lv + wlf* + lv — w]|* = 2[Jv]|* + 2||w]|*.

Conclusie We hebben aangetoond dat de parallellogramwet geldt:
o+ w2 + o — w2 = 2(o]2 + w]f?).

Illustratie in R? In de standaard Euclidische norm op R2, geldt:
(v, w) = viwy + vowy, ||v]]* = v} + V.

De parallellogramwet zegt dat de som van de kwadraten van de lengtes van de diagonalen
van een parallellogram gelijk is aan twee keer de som van de kwadraten van de lengtes
van de zijden. O
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5.3 Orthogonaliteit = lineaire onafhankelijkheid (Proposition 5.7)

5.3 Orthogonaliteit —> lineaire onafhankelijkheid (Proposition

5.7)
Gegeven een vectorruimte V' met een inwendig product (-,-), alsook een ver-
zameling van onderling orthogonale vectoren S = {vy,vs,...,v,}, i.e., (v;,v;) =0

als i # j. Toon aan dat deze verzameling lineair onafhankelijk is. (Gebaseerd op
Proposition 5.7)

Bewigs. We moeten aantonen dat als een lineaire combinatie van de vectoren in S gelijk is
aan de nulvector, alle coéfficiénten ¢y, co, . . ., ¢, gelijk zijn aan nul. Beschouw een lineaire
combinatie van de vectoren in S:

c1v1 + covg + -+ -+ cpv, =0,

waarbij ¢1, ¢o, . .., ¢, € R (of C, athankelijk van V). Neem het inwendig product van beide
zijden met een willekeurige vector v, € S:

(crvy + vy + -+ - + cuup, v) = (0, vg).
Door lineariteit van het inwendig product volgt:
ci (v, vg) + c3{va, vg) + - - -+ ¢ (U, vg) = 0.
Omdat de vectoren in S onderling orthogonaal zijn, geldt:
(vi,v5) =0 voor i # j.
Alleen de term ¢ (v, vg) blijft over:
vk, vy = 0.

Omdat (vg,vx) > 0 (positieve definitie van het inwendig product), volgt:

c, =0.
Dit geldt voor alle k =1,2,...,n. Dus:
cp=cp=--=¢,=0.
De verzameling S = {v1,vs,...,v,} is dus lineair onathankelijk.
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.4 Orthogonaliteit en de stelling van Pythagoras (Theorem
5.9)

Gegeven een vectorruimte V' met een inwendig product (-,-) en twee orthogo-
nale vectoren v, v; € V met dus (v1,v2) = 0. Toon aan dat deze voldoen aan de
stelling van Pythagoras, namelijk:

lor + w2l = [los [I* + [lva .

Geldt ook het omgekeerde, m.a.w. kan je uit ||v; +v2||? = ||v1]|* + ||ve]|? besluiten
dat v; en v, orthogonale vectoren zijn? (Gebaseerd op Theorem 5.9)

Bewijs. We beperken ons tot het geval n = 2, d.w.z. ||v; + va]|? = [Jv1||* + |Jve]|*

1) Orthogonaliteit — Pythagoras:

Als vy en vy orthogonaal zijn ((v1,v9) = 0), is de te bewijzen gelijkheid direct terug te
vinden. Dit volgt uit de definitie van het inwendig product en orthogonaliteit:

HUI + U2H2 = <’Ul + Vo, V1 + U2> = HU1H2 + H’U2||2 + <U1,U2> + <U2,U1>
Omdat (vy,v2) = 0 en dus 0ok (v, ve) = (ve,v1) = 0 blijft:
[ + val* = [lua|* + [Jve®

2) Pythagoras — Orthogonaliteit:
Stel dat ||vg + va]|? = [Ju1]|* + |Jve]|?. Schrijf de linkerkant uit:

o1 + v = (U1 + va, V1 + v2).
De uitwerking hiervan geeft opnieuw:
(014 va, 01 +v) = [0l + [Jv2]|* + (o1, 09) + (v, 01)

Wegens het veronderstelde moet dus gelden dat: (vy,vs) = 0.
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5.5 Orthogonale directe som decompositie (Theorem 5.16)

5.5 Orthogonale directe som decompositie (Theorem 5.16)

Gegeven een Hilbertruimte V' met een inwendig product (-,-) en een projector
P € End(V), met dus P? = P, die bovendien voldoet aan (v, Pw) = (Pv,w) (P
is zelftoegevoegd). Toon aan dat de directe som decompositie V = im(]S) &)
ker(P) een orthogonale directe som decompositie is, i.e., dat 1m(P) L ker(fj).
(Gebaseerd op Theorem 5.16)

Bewijs. Men weet ui het gegeven het volgende:

1. Een gesloten deelruimte W waarbij Py de projectie operator voorstelt correspon-
derend met to projectie van W op W+.

A

2. PWU € Wen (I — Py)v € WHVo € V, men gaat dus uit van (Pv,w) = (v, Pw) en
pPr=P

1. Orthogonaliteit
= We vinden voor alle v,w € V:

A ~

(Pyv,w) = (Pyv, Pyww) + (I — Py)v,w) = (Pyv, Pyw),

= (Pyv + (I — Py)v, Pyw) = (v, Pyw),

dus Py is een orthogonale projectie operator. <= als de orthogonale projector P
gegeven is en dat P? = P toont direct aan dat

V = im(P) @ ker(P).

2. Gesloten deelruimtes

e gesloten deelruimte ker(P)
P is continue dus ker(P) is een gesloten deelruimte van V. Als (v, )nen, een
sequentie is dat convergeert naar v, — v € V, waar elke v, € ker(ﬁ), dan
vinden we

lim P(v,) = 0= P(lim v,) = P(v),

n—oo n—oo

zodanig dat v € ker(P).

e gesloten deelruimte im(P) ) )
Voor elke u € ker(P) en w € im(P), met w = Pv voor een arbitraire v € V,
vinden we:

(w,u) = (Pv,u) = (v, Pu(=0)) =0,

zodaning dat im(P) L ker(P), en de directe som decompositie gedefinieerd
door P orthogonaal is. We bekomen dus im(P) = ker(P)* en omgekeerd, wat
betekent dat im(P) ook een gesloten deelruimte is.
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.6 Orthogonale projectie in som van eenheidsvectoren (Lemma
5.21.)

Gegeven een Hilbertruimte V' met een inwendig product (-, -) en een deelruimte

W die opgespannen wordt door de verzameling van orthonormale vectoren

{e1,...,e,}. Toon aan dat de orthogonale projectie van een vector v op de
deelruimte W gegeven wordt door:

n

Py (v) = Z ei(es, v).

i=1
(Gebaseerd op Lemma 5.21)

Bewijs. Een algemene vector w € W, heeft een unieke uitbreiding « = )" | a;é; vanwege
de lineaire onafhankelijkheid van de vectoren €;. De orthogonale projectie wordt uniek
gekarakteriseerd als de vector @ € W, die || — || minimaliseert.

Om w te bepalen, moet de volgende uitdrukking dus geminimaliseerd worden.

n

2 n
=712+ Jail® = (@er, ) + ai(T, é))
=1

i=1

n n
=31 + Yl — (&, D = ) l{&, D
i=1 =1

0<

n
U — E a;€;
i=1

De laatste uitdrukking geeft aan dat |7 — "7 | a;€;|| minimaal is als a; = (¢;, ¥), wat leidt

tot de uitdrukking voor vy,.
O
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5.7 Ongelijkheid van Bessel (Lemma 5.22)

5.7 Ongelijkheid van Bessel (Lemma 5.22)

Gegeven een Hilbertruimte V' met een inwendig product (-,-) en bijbeho-
rende norm ||v||> = (v,v), alsook een verzameling orthonormale vectoren {¢;,i =
1,...,n} in V (die niet noodzakelijk een complete set vormen). Toon de onge-
lijkheid van Bessel aan:

loll* =) e, v) .
i=1
(Gebaseerd op Lemma 5.22)

Bewijs. Voor het gemak duiden we de partiéle sommen Y, |(&, U)|? aanals ¢, = > (€}, T)|*

Uit Lemma 5.21 (vorige bewijs) volgt direct Bessels ongelijkheid ¢, < [[v]|>. In de
afleiding hadden we immers al bekomen dat

n
0 <[> = (e, o)
=1

= [[o]l* - t.

waaruit Bessels ongelijkheid ¢, < ||v||? volgt.

Nu moet er nog aangetoond worden dat de reeks t, = Y ,|(€&, )|? convergeert. Omdat
de 1ij van partiéle sommen (t,),cn, monotoon stijgend is (elke extra term |(¢;, v)|* is
niet-negatief) en bovenbegrensd door ||v]|?, moet deze convergeren. O

5.8 Voor geinduceerde norm geldt ||ATA|| = ||A|?> (Proposition
5.29.)

Gegeven Hilbertruimtes V' en W met bijbehorend inwendig product en norm,
alsook een begrensde lineaire afbeelding A € Hom(V, W) met geinduceerde
norm:

~ w AU w
| Al = sup o, Avjuw] |-
veVaweWv£0w0 ||W||w|v]lv

Toon aan dat ||AT/A1||A - ||14A1||22 waarbij je mag aannemen dat de geinduceerde
norm voldoet aan [[AB| < [|A||||B||. (Gebaseerd op Proposition 5.29.)

Bewigs. We kunnen gebruik maken van de submultiplicativiteit van de norm, hierdoor is:
JATA]] < [|A]] [JAT]] = |47
nu hebben we ook nog via de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz:
| Av|[* = (Av, Av) = [(v, ATAv)| < ||ATA]| [Jo]] = [|A[]* < [|ATA]
deze twee ongelijkheden combineren en je hebt
1 AAT]| = |A]]®

en als we het bewijs nog eens doen, maar we vervangen A met A" hebben we uiteindelijk
dat:
| AAT| = ]|ATA]| = |47
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.9 Voor een lineaire afbeedling A, geldt im(A)* = ker(A")
(Proposition 5.30)

Gegeven Hilbertruimtes V' en W met bijbehorend inwendig product en norm,
alsook een begrensde lineaire afbeelding A € Hom(V, W). Toon aan dat im(A)" =
ker(AT). (Gebaseerd op Proposition 5.50)

Bewijs. Veronderstel elke @ = A% € im(A) voor een ¥ € V. Vervolgens nemen we
@ € ker(AT). We kunnen ker(AT) als volgt definiéren:

ker(At) = {@ e W|AlG = 0} (29)

We nemen vervolgens het inwendige product van w en @ en maken gebruik van de definitie

van A' en van de definitie van ker(At) (zie :

=,

(W, @) = (A0, @) = (7, ATd) = (7,0) = 0 (30)
Om [30] te kunnen interpreteren voeren we de definities van im(A) en im(A)* in:
im(A) = {Ablb € V} (31)
im(A)t = {y € W|(g, @) = 0,Y@ € im(A)} (32)
Omdat in [30| het inproduct (w, @) gelijk is aan nul, weten we dus dat:
i € im(A)* (33)

Maar ook als @ geen element is van ker(A") zal het inproduct [30| gelijk zijn aan nul zolang

~

@ een element blijft van im(A)*. Hieruit kunnen we dus halen dat:
ker(Af) < im(A)* (34)
Omgekeerd, neem @ € im(A)*. Voor alle 7 € V geldt:
(A, @) = (7, Ald) = 0 (35)

Vergelijking |35 kan alleen maar gelden als At = 0, wat ons leert dat:

ker(Af) = im(A)* (36)
7o komen we tot de conclusie uit [36 en [34] dat im(A)*+ = ker(AT). O
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5.10 Isometrie voorwaarde is voldaan voor normaal operator (Proposition 5.31)

5.10 Isometrie voorwaarde is voldaan voor normaal operator
(Proposition 5.31)

Beschouw een begrensde lineaire afbeelding Ae Hom(V, W) tussen de inwendig
productruimtes (V, (-, )y ) en (W, (-,-)w). We kunnen dan de norm en daaruit de

afstandsfunctie (metriek) dy (w,w’) = ||w — w'||w voor alle w,w’ € W en analoog
dy(v,v") = |lv — v'|lv voor alle v,v" € V invoeren. Toon aan dat de isometrie-
voorwaarde dy (Av, Av') = dy(v,v') = [[v — /||y voor alle v,v" € V voldaan is als

en slechts als ATA = 1.

(Gebaseerd op Proposition 5.31)

Bewijs. We moeten aantonen dat ||Av — AvV'||w = ||[v — ¢||v geldt als en slechts als
ATA = 1\/2
1. stel eerst dat ||Av — AV||lw = ||v — ¢'||y waar is en dat we moeten aantonen dat
ATA =1y

|Av — Av'[[w = [lv = o'|lv

dit is het zelfde als zeggen dat de norm in v en w hetzelfde is dus we kunnen dit vervangen
door te schrijven:
|| Av[lw = [[v]lv

nu tonen we eerst aan dat door normbehoud ook het inproduct hetzelfde is dus (Av, Aw)y =
(v, w)y voor verwarring te voorkomen v, w € V

omdat normbehoud voor elke vector v geldt introduceren we een nieuwe vector x = v+ aw
met a € F' dit in ||Av||w = ||v||v deze vergelijking steken:

1A(v + aw)[[w = ||v + awlly

bijde leden kwadrateren en inproduct uitwerken
LL:

[|A(v+aw) |3y = (Av+aAw, Av+aAw)y = (Av, Av)+a{Av, Aw)+a(Aw, Av)+|al*(Aw, Aw)
en het rechter lid wordt:
v+ awl|[} = (v + aw, v + aw)y = (v,v) + alv,w) + alw,v) + |a|*{(w, w)
dan hebben we uiteindelijk:
(Av, Av) + a(Av, Aw) +a({Aw, Av) + |a|*(Aw, Aw) = (v,v) +alv, w) +a(w, v) +|a*(w, w)
en omdat dit voor alle a € F' moet gelden is:
(Ao, Aw) = (v, w)

en dan is:

(v, AT Aw) = (v, w)

omdat deze gelijkheid moet gelden voor alle v,w € V is ATA =1y
2. omgekeerd stel ATA =1y dan is:

1 Av][§y = (Av, Av)w = (v, ATAv)y = (v, v)y = [Jv]f§,

hiervan de vierkantswortel nemen en we komen uit dat A isometrisch is. OJ
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.11 Een zelftoegevoegde operator A heeft reéele eigenwaarden
(Remark 5.46.)

Beschouw een (begrensde) lineaire operator A € End(V) op een Hilbertruimte
(V,(-,-)) die zelftoegevoegd is: A = A'. Als A een eigenvector v heeft met
eigenwaarde )\, toon dan aan dat A reéel is. (Gebaseerd op Remark 5.46.)

Bewijs. We moeten aantonen dat A € R met A een eigenwaarde van A:
we hebben dus eerst en vooral Av = A\v, maar ook Afv = X en AT = A
als we deze drie eigenschappen combineren krijgen we:

2= Afv = Av =\

en omdat v niet perse de nul vector is moet:

A=\
stel nu A = a + bi dan is:
a—bi=a+bi=2i=0=0b=0

dus de eigenwaarden zijn réeel. ]
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5.12 Operator A is normaal <= || Av|| = ||Afv|| (Proposition 5.34) (!)

5.12 Operator A is normaal <= ||Av|| = || ATv| (Proposition 5.34)
")

Beschouw een (begrensde) lineaire operator Ae End(V) op een Hilbertruimte
(V,{-,-)). Toon aan dat A normaal is, i.e., AAT = At A, als en slechts als voldaan
is aan || Av|| = ||Afv|| voor alle v € V.

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!
(Gebaseerd op Proposition 5.34)

Bewijs. we moeten aantonen dat AAT = ATA als en slechts als ||Av|| = ||ATv||
we tonen eerst AAT = ATA = ||Av|| = ||ATv|| aan:

| Av||> = (Av, Av) = (v, ATAv) = (v, AATY) = (ATv, ATv) = ||ATv]||?
en nu nog de ander kant AAT = ATA < ||Av|| = ||ATv||
0 = [|Av||> — ||ATv||? = (Av, Av) — (ATv, ATv) = (v, ATAv) — (v, AATY) = (v, ATA — AATY)
nu tonen we aan dat 0 = (v, ATA — AAT) = (v, (ATA — AAT)w) = 0 omdat de gelijkheid

= (v, ATA — AAT) waar is voor alle v € V kunnen we dit ook doen voor een vector
v 4+ aw met v,w € V het inproduct wordt dan:

0= (v+aw, (ATA — AAY) (v + aw))
dit dan uitwerken:
= (v, ATA— AA™) +a{w, (ATA — AAV) +a(v, (ATA — AADw) + aa(w, (ATA — AAT)w)

de eerste en de laatste term zijn nul door 0 = (v, ATA — AATv) voor alle v,w € V
de 2de term kunnen we herschrijven als:

alw, (ATA — AAN) = a((ATA — AAT v, w) = a((ATA — AAT)v, w)
= a(v, (ATA — AAT)tw) = alv, (ATA — AATw)

waarbij de laatste stap werkt door dat ATA — AAT een hermetische operator is
dan vullen we dit terug in de vgl:

0 = a{v, (ATA — AANw) + alv, (ATA — AANw) = 2Re(a(v, (ATA — AA ) w))

en als we nu a = (v, (ATA — AAT)w) stellen:
0 = Re(|(v, (ATA — AANW)|?) = [{v, (ATA — AANW) > = (v, (ATA — AANw) =0

en dit is nul voor alle v,w € V'
Omdat dit nul is voor het algemeen inproudct = AfA = AAf O
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.13 Eigenvectoren bij A, zijn dit ook bij At )

Beschouw een (begrensde) lineaire operator A € End(V) op een Hilbertruimte
(V,(-,)) die normaal is, i.e., AA" = ATA. Gegeven een eigenvector v van A met
eigenwaarde ). Is v ook een eigenvector van At?

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. We moeten aantonen dat als v een eigenvector is van A en ATA = AA" dan is v
ook een eigenvector van Af
We weten dat Av = Av hiervan de norm nemen:

[1(A = Nol| = 0= [I(A = X)To]| = [[(AT = A)o]]

waarbij we gebruik gemaakt hebben van het feit dat [|Av|| = [|ATv|| als ATA = AAT
we zien dat Afv = \v en dus dat v ook een eigenvector is van Af ]

5.14 Ontbind A = A, +i4; (Remark 5.56) (!)

Beschouw een (begrensde) lineaire operator Ae End(V) op een Hilbertruimte
(V; () die normaal is, i.e., AAT = ATA. Ontbind A = A, + zAg zodanig dat
Ay en A, zelftoegevoegd zijn: druk Ay, A, uit in termen van A. Wat kan je
zeggen over [Al, Ag]? Gegeven een eigenvector v van A met eigenwaarde ). Is
v ook een eigenvector van Ay en flg, en indien zo, wat zijn de bijbehorende
eigenwaarden?(Gebaseerd op Remark 5.56)

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. We beantwoorden de eerste vraag decomposeer A in A; + iA, waarbij A; en A,
zelftoegevoed zijn:

A+AT A-AT A+ AT A-AT

e _ .
5 T3 5 Ty
1
AIZA ;AzAl
At— A A— At
AT: = —
2T -2 2

2de vraag wat is [A1, Ay] als A normaal is:

A+AT A—AT A AT A4 AT
[Ay, Ag] = A1 Ay — AgAy = : - : =

2 2% 2i 2
A2 — AAT + ATA — (AN)?2 — (A% + AAT — ATA — (AN)?)  —24A" 42414
44 N 44 N

de laatste stap is door dat A normaal is. De 3de vraag is stel dat v een eigenvector van
A is v dan ook een eigen vector van A; en Ay. We weten dat Av = \v en Afv = \v deze
laatste gelijkheid met AT is alleen waar als A normaal is:

A+ A Av + AT M4+l A+ A
A = —; v = U—g - U—; - ;v:Re(A)v

in de laatste stap werd gebruik gemaakt van a + bi + a — bi = 2a en voor As:
A— Af Av—Afv  d—Xv A=)

A = = — — — ]’

2Ty Y 2 2i 5 U= ImAv

in de laatste stap werd gebruik gemaakt van a + bi — a + bi = 2bi.

De eigenvector van A is dus ook een eigenvector van Al en A2 ]
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5.15 Voor een normaal operator geldt | A|| = p; (Corollary 5.38)

5.15 Voor een normaal operator geldt ||A|| = p,; (Corollary 5.38)

Beschouw een (begrensde) lineaire operator Ae End(V') op een Hilbertruimte
(V,{-,-)) die normaal is, i.e., AAT = ATA. Toon aan dat, met behulp van de
geinduceerde operatornorm

A A
1Al = sup 1A

vEV,w#£0 ||U||v7

voldaan is aan ||A|| = p;, met hierin p; = lim,_, ||A"||'/* de spectraalstraal,
geschreven met behulp van Gelfand’s formule. (Gebaseerd op Corollary 5.38)

Bewijs. (1) Als A een normale operator is (ATA = AA!) dan geldt voor de geinduceerde
operatornorm dat ) )
A"} = [[A["

De gevallen voor n = 0 en 1 volgen triviaal. Het geval voor n = 2 bekomt men ook
makkelijk door ||A%v| = ||A(AV)|| = |[ATAv| > (v, ATAv) = ||A||> (gebruik makende
van Cauchy-Schwarz en voor elke vector v met normalisatie ||v|| = 1 gekozen). Voor de
andere n bewijzen we via inductie.

Er geldt ||A"|| < ||A||* door submultiplicativiteit.

Het geval ||A"|| > ||A||" wordt nu bewezen:

n

|Av]| = [|A%v]" | Av||'~" = || Av]**!

~

Ay
|Av|

An

Av

|4 ]| =
[Av]]

‘ [Av] =

in de laatste stap hebben we gebruik gemaakt van het feit dat [|[A2v|| = ||Av||? (daarnet
bewezen).

(2) Nu kunnen we makkelijk het gevraagde bewijzen, want:

JA[" = [|A"]]
a8
1 — 71 in 1/n: R
Al = i A7 =
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5 INWENDIGE PRODUCTEN

5.16 Een normaal operator kan niet nilpotent zijn (Corollary
5.39.)

Beschouw een (begrensde) lineaire operator A€ End(V) op een Hilbertruimte
(V,(-,-)) die normaal is, i.e., AA" = ATA. Toon aan dat A niet nilpotent kan
zijn. (Gebaseerd op Corollary 5.39.

Bewijs. Eerst tonen we aan dat een normaal operator niet nilpotent kan zijn voor index
s = 2. Inderdaad, veronderstel dat A2 = 0. Voor elke vector 7 € V', zullen we vinden dat
0= HA%H = HATA'JH en dus AT A7 = 0. Maar dit betekend dat (7, ATA%) = ||Ad]|2 =0,
zodat AT = 0 voor alle 7 € V, en dus dat A = 0. Een normaal operator A is nilpotent
met een index s > 2 is ook niet mogelijk omdat As=1 00k een normaal operator met index
2 zou zijn. O
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6 Unitaire Gelijkvormigheid en
Unitaire Equivalentie

6.1 U = exp(A) is unitaire als A anti-hermitisch is

Gegeven een matrix A € ", Onder welke voorwaarden op A is U = exp(A4)
een unitaire matrix?

Bewijs. We willen voorwaarden zoeken waarvoor U = exp(A) unitair is, anders geschreven
is dit UU? =T = UHU. Gegeven is dus dat:

U=exp(A) = Z A

n=0

n!

Omdat het hermitisch toegevoegde een lineaire operator is, volgt:

0P = (erp(A))" = (Z A”) = ey

n!

We willen dat UUY = [ = UHU dus:

AN =T
4
BAH _ (eA)fl — A
We vinden dus dat de voorwaarde voor a Af = —A is, deze eigenschap heet anti-
hermitisch. n

6.2 Wat is det(exp(A)), voor AT = —A

Gegeven een matrix A € R"™" die voldoet aan AT = —A. Wat weet je over
det(exp(A))?
Bewijs. We weten dat AT = — A ofwel, een anti-symmetrische matrix. Er moet een uit-

drukking gevonden worden voor det(exp(A)). Uit Remark 3.52 weten we dat det(exp(A)) =
exp(tr(A)). Er volgt dus dat:

tr(—A) = tr(A") = tr(A)

\
tr(A) =0
Hierbij werd de eigenschap van anti-symmetrische matrices gebruikt en het feit dat de
diagonaalelementen niet veranderen bij transponeren. Omdat tr(—A) = —tr(A) volgt de

laatste gelijkheid.

We vinden hieruit dat:

det(exp(A)) = exp(tr(A)) = exp(0) =1
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6 UNITAIRE GELIJKVORMIGHEID EN
UNITAIRE EQUIVALENTIE

6.3 Eigenwaarden en vectoren voor een circulante matrix (Pro-
position 6.2)

Beschouw een circulante matrix A ¢ C*", i.e. A;; = f((j —¢) mod n) met
fo, f1,--., fu_1 € C. Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.
(Gebaseerd op Proposition 6.2)

Bewijs. We kunnen de elementen van een circulante matrix A schrijven als A; = f(j=i) mod n-

- ki .
Als Ur = (ﬁ)jzo ..... n—1, dan is:

. ng (ki
(Adj)' =) A=
Jj=0 ’ \/ﬁ

n-1 Wi
- jzo(f(J—l) mod n)T
ki n—1
== Z(f(]—l) mod n)wk(j_i)
Vi &

ki

Waarbij Z?;& (fii—i) moan)w" ™) € C en (uz)' = “~. Dus kan het bovenstaande her-
schreven worden als:

ki n—1
(Aug)' = —=- ( (f(—i) mod n) 'wk(j_i)) = ()" - e (37)

ol
I

= () .

]

Merk op dat uj de kolommen zijn van de Fourier transformatiematrix U € F"*". Elke
circulante matrix A kan dus gediagonaliseerd worden door A = UAU' = UAUH. A is
een diagonaalmatrix met als elementen de eigenwaarden .
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6.4 Schurdecompositie (Theorem 6.3)

6.4 Schurdecompositie (Theorem 6.3)

Toon aan dat elke matrix A € C"™" een Schurdecompositie A = ZTZ heeft,
waarbij Z € C"*" unitair is en 7" € C"*" een bovendriehoeksmatrix (7;; = 0 als
i > j) is. (Gebaseerd op Theorem 6.3)

Bewijs. We willen bewijzen dat voor elke A € C™" geldt dat A = ZTZH" waarbij Z
een unitaire matrix is (Z = Z71) en T een bovendriehoeksmatrix. We bewijzen dit via
inductie.

Voor n =1 geld dit triviaal voor Z =1 en T = A.

We stellen nu dat dit ook geldt voor alle matrices A € C™D*("=1D en dan kijken we
of dit voldaan is voor A € C™*™.

Omdat A een eindig dimensionale matrix is, heeft deze minstens 1 eigenwaarde \ waaraan
1 eigenvector U geassocieerd is. Deze vector kunnen we omzetten in een eenheidsvector

U waarmee we een unitaire matrix U kunnen opstellen met @ in de eerste kolom,

- U
Il

U = [, 03, ..., v,] waarbij de vectoren {u,v3, ..., v, } een basis vormen voor C".

Nu kunnen we A vermenigvuldigen met U zodat AU = [Ad, Avy, ..., Av,] met dus Ad =
M. Nu valt elke Avy, te herschrijven als een lineaire combinatie van {u, v, ..., v, }.

n
Avy, = ¢ pu + g cjgVj, voork=2....n

=2
Hieruit volgt:
AU = [)\u Avy - Avn] = P\u C1oU + Z?:z Cjoavj tr CLpu A Z?:z cj,nvj}
Dit kan in matrixvorm geschreven worden:
A Ci2 - Cin
M crpu+370 s ciov; o0 crau Y] = [u ove o vy 0 22 oor Com
0 Cra - Cum
Tenslotte weten we dat [u Vg v vn} = U, dus vinden we:
A e
Ar=v [Omnxl ;J

We stelden dat de Schur decompositie geldt voor AeCctrx0-1) dqus A = ZTZH. Dus
volgt dat de Schur decompositie ook geld voor A, namelijk:

1 le(n—l):| { A ] [ 1 le(n—l):| H
A=U b ~ 5 U
|:O(n—1)><1 A Om-1x1 T | [Om-1)x1 z1

A A

1 01x<n—1>] o [ PO } |
by unitair en 7' = ~ | een bovendriehoeks-
Om-1)x1 Z Om-nyx1 T

matrix. O

Waarbij Z = U [
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6 UNITAIRE GELIJKVORMIGHEID EN
UNITAIRE EQUIVALENTIE

6.5 Diagonalisatie met unitaire transformaties (Proposition 6.4)

Gegeven een normale matrix A € C"*”. Toon aan dat A gediagonaliseerd kan
worden via een unitaire transformatie, i.e. A = UDU met U € C**" unitair en
D e C™" diagonaal (D;; =0 als ¢ # j). Het bestaan van de Schurdecompositie
zoals uit de vorige vraag kan je hierbij aannemen. (Gebaseerd op Proposition 6.4)

Bewijs. We weten dat A € C™™ een normale matrix is (dus A7A = AA® en de eigen-
vectoren staan onderling orthogonaal). We vinden hierbij de Schur decompositie A =
UTUM met U unitair (UHU = UUM = I), waarbij moet gelden dat (UTU®)?UTUH =
UTUH(UTUH)H | hieruit volgt:

vrivfurv? = vrvfouriv? = T =111

Omdat T een bovendriehoeksmatrix is, vinden we dat T ook een diagonaalmatrix moet
zijn. Dit volgt uit het feit dat de niet diagonaalelementen van THT zouden verschillen
van de niet diagonaalelementen van TTH. Dit is het geval omdat:

THT _ (TT)*T _ T(TT)* — (T*)TT _ T(T*)T

Wat enkel geldt als T symmetrish is, dus moet T' = D een diagonaalmatrix zijn. Hieruit
volgt dus dat elke normale matrix A € C"*" kan geschreven worden als:

A=UDU"
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6.6 Vereenvoudiging van symmetrische bilineaire vorm (Propositie 6.6)

6.6 Vereenvoudiging van symmetrische bilineaire vorm (Propo-
sitie 6.6)

Gegeven de matrixrepresentatie B € R™" van een symmetrische bilineaire
vorm
B(v,w) = v;Bjjw;.

Onder een basistransformatie v = Tv transformeert B naar
B=T""TBT,

met 77 = (T"H)T = (I7)~!'. Wat is de eenvoudigste vorm waartoe je B kan
herleiden door een goedgekozen basistransformatie T en leg uit hoe je deze
vorm kunt vinden.(niet verbeterd) (Gebaseerd op Propositie 6.6)

Bewijs. Gegeven is een symmetrische matrix B. Geweten is bij symmetrische matrices
dat er een orthogonale matrix () bestaat waardoor ze gediagonaliseert wordf] Een or-
thogonale matrix voldoet aan de eigenschap QQT = QTQ = 1I.

We hebben dus dat B congruent is met:

QBQ" =D

Met D een diagonale matrix diag(dy,ds, ..., d,).
Definiéer nu de diagonale matrix S = diag(sy, Sa, . - ., Sn), met s gegeven door:

1/V/d,  alsdy >0,
s =1 1/v/—d alsd, <0,
1 als d, = 0.

Dan zal B ook congruent zijn met:

SQBQ"S" = SDST

= SDS = diag(

dl d2 dn )
|

VAl Vil

— diag (sgn(dy), sgn(dz). ..., sgn(sgn(d,))

In het rechterlid zien we dat de matrix SDST enkel de getallen 1, —1 en 0 heeft staan.

Stel nu dat we S@Q) schrijven als V', dan zijn de kolommen v, van V' gelijk aan:

ar/Vde  als dy >0,
V. = Qk/\/ —d, alsd; < 0,
Q als d;, = 0.

1Het is logisch dat @ orthogonaal moet zijn want B = QDQ~! en B = BT = Q=TDQ™ = QDQ".
Dit kan enkel als Q7 = Q.
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6 UNITAIRE GELIJKVORMIGHEID EN
UNITAIRE EQUIVALENTIE

met g de kolommen van Q).

Nu moeten we enkel nog de kolommen van beide leden zo omwisselen, zodat in het rech-
terlid een matrix wordt bekomen van de vorm diag(1,1,...,1,—1,...,—1,0,...,0). Als
finale vorm krijgen we dus iets van de vorm:

TBTT = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0)
=B

=
B=T'BT T

—> De matrixrepresentatie B van een symmetrische bilineaire vorm B is congruent met
een canonieke vorm gegeven door:

B = diag(+1,...,+1,—1,...,-1,0,...,0).

J

Vv Vv
ny keer n_ keer no keer
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6.7 Verband tussen QR-ontbinding en SVD (Remark 6.40)

6.7 Verband tussen QR-ontbinding en SVD (Remark 6.40)

Gegeven een matrix A € C™*" (m > n) en zijn “smalle” QR-ontbinding A = QR
met () € F™*" isometrisch en R € F"*" een bovendriehoeksmatrix. Rela-
teer de factoren in de “smalle” singuliere-waardenontbinding van A met de
factoren van de voorgaande QR-ontbinding en de factoren uit de singuliere-
waardenontbinding van R. (Gebaseerd op Remark 6.40)

Definitie 6.12. Als m # n, wordt een andere, maar equivalente decompositie van A
gegeven door
A=US V¥ met k=min(m,n),

de zogenaamde dunne singuliere-waardedecompositie.
Definitie 6.13. Als bovendien slechts p < min(m,n) singuliere waarden ongelijk aan

nul zijn, wordt de decompositie
A=U,S,V}!

de compacte singuliere-waardedecompositie genoemd.

Bewijs. Als A € F™ " niet vierkant is, bijvoorbeeld als m > n, kunnen we eerst een
QR-decompositie van A berekenen en vervolgens de gegevens uit vorige bewijs gebruiken
om de singuliere-waardedecompositie van de bovendriehoeksmatrix R te berekenen.

Dit kan je ook vrij vlot beredeneren, gebruik makende van het feit dat de compositie
van twee isometrische matrices nog steeds isometrisch is:

dus A=QRen R = URSRV]?

— A= (QUg)SgV{ = UaSaAV{

is een manier om A te schrijven als het product van een isometrische matrix

Ua=QUgr

een diagonale matrix met niet-negatieve diagonaalelementen

Sa= Sk
en een isometrische matrix (hermitisch toegevoegd):

Vi =Vl =
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6 UNITAIRE GELIJKVORMIGHEID EN
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6.8 Explicitie conctructie van unitaire decompositie
(Remark 6.39.)

Gegeven een matrix A € C"*" en zijn singuliere-waardenontbinding A = USV#
met U,V € F**" unitair, en S € F"*" diagonaal. Construeer de unitaire (!)
matrix die de Hermitische matrix

0 AH
A 0
diagonaliseert. Toon expliciet aan dat uw antwoord unitair is. Hierbij kan je

gebruik maken van het bestaan van de singuliere-waardendecompositie A =
USVH. (Gebaseerd op Remark 6.59.)

H
Bewijs. Gegeven is de matrix H = {Z AO ] die hermitisch is, want:
g _ [0 A" T o
A O (AFYE O
O A"
= {A 0} =4

Waarbij gegeven is dat de matrix A via singuliere-waardenontbinding kan ontbonden wor-
den als A = USV# met U, V unitair (U% = U~!) en S een diagonaalmatrix.

Beschouw nu de unitaire matrix 7' = \/ig [g _U } . Deze is unitair omdat
11V -V vH pgH
H — —
=3 |0 | | e o]

9 |UVH _yVvH UUH O I

De matrixvermenigvuldiging H7T' is dan gelijk aan

1 [Oo AH] [V -V
HE="75 |4 OHU U}

1 { QVVH VUH —VUH} _ {1 0}

2
1 [AfU Aty
V3 AV —av
1 [vs vs

V2 \US -US

1 v -V][s o
NG 0 -5

U U

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van A = USV en het feit dat S = S¥. De matrix

D= [g _OS] is een diagonale matrix omdat S diagonaal is.

De hermitische matrix H kan dus gediagonaliseerd worden door de unitaire matrix 7.

TEHT = D
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6.9 Oplossing van overgedetermineerd stelsel (Lineair Least Squares) (Proposition
6.13)

6.9 Oplossing van overgedetermineerd stelsel (Lineair Least Squa-
res) (Proposition 6.13)

Gegeven de coéfficiéntenmatrix A € C™*" van een lineair stelsel Ax = y dat

mogelijk overgedetermineerd is. Veronderstel in het bijzonder dat A geen

volle rang heeft, i.e. rank(A) = p < min(m,n). Construeer een oplossing =

die de norm van het residu ||[Az — y|| (met de standaard Euclidische norm)

minimaliseert. Is deze oplossing altijd uniek, en zo niet, kan je bijkomende

voorwaarden opleggen op =z om een unieke oplossing te krijgen?(Gebaseerd op
Proposition 6.13)

Bewijs. Doordat A overgedetermineerd is (heeft dus mogelijks meer rijen of kolommen
dan nodig) en er geen volle rank is, kunnen we niet simpelweg werken met het residual
zoals vroeger geintroduceerd: r = y — Ax, maar zullen we een alternatief via de least
squares methode moeten zoeken. We noemen deze oplossing x*.

We willen de minimale norm-oplossing z* expliciet construeren. De verzameling L (gede-
finieerd in definitie 6.16) bevat alle vectoren z die de norm van het residu minimaliseren:

L=A{z e[| Az —y[l2 = min|[Az — y|}2}.

De residunorm || Az — yl|s wordt geminimaliseerd als Az de orthogonale projectie van y is
op im(A), de kolomruimte van A. Met de compacte SVD A = U,S,V,7 (hierin is U, een
matrix met orthonormale kolommen die de kolomruimte van A opspant, S, een diagonaal
matr’ix met de singuliere waarden van A en V), de matrix met orthonormale kolommen
die de rijruimte van A opspant), kunnen we de orthogonale projector schrijven als :

Rm(A) = UpUIfI
Dit geeft:
Az = U,Uy.

Omdat A = UpSprH , kunnen we schrijven:
SprH x = Uf v,
waar de tweede gelijkheid volgt uit de lineaire onafhankelijkheid van de kolommen van U,,.

Om =z te parameteriseren, schrijven we x = Vz, waarbij z € F" een vector is in de
coordinatenbasis van V. Omdat V' een orthonormale matrix is, geldt ||z||s = ||z|]2. Sub-
stitutie van x = Vz in de vergelijking leidt tot:

SVIVz=Uy.

Omdat V;,H V een p x n matrix is met 1 op de diagonaal voor de eerste p componenten en
0 elders, kunnen we dit herschrijven als:

Spzp = U;{ Y,
waarbij z, de eerste p componenten van z zijn. Hieruit volgt:

2 =50y
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UNITAIRE EQUIVALENTIE

De overige n — p componenten van z zijn vrij, maar om ||z||s = ||z||2 te minimaliseren,
kiezen we deze als nul. De minimale norm-oplossing is dan:

r=Vz=V,z,= V;,Sp_lUfy.

De minimale norm-oplossing is uniek en wordt gegeven door:

= \{,,S;lUfy,

Deze oplossing is uniek doordat we de voorwaarde hebben opgelegd dat de norm het
residu minimaliseert en dat dit de minimale norm is. Als deze voorwaarde (het zijn van
een minimale norm) wordt weggelaten zullen er meerdere oplossingen zijn die ook het
residu minimaliseren. Deze voorwaarde zorgt er voor dat we de kleinste oplossing krijgen
in de zin van de Euclidische norm van x en deze is uniek dankzij de constructie.

O
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6.10 Eckhart-Young-Mirsky theorema (Theorem 6.14)

6.10 Eckhart-Young-Mirsky theorema (Theorem 6.14)

Gegeven een matrix A € C"™*" die we willen benaderen door een matrix B €
C™*™ waarvan de rang ten hoogste r < min(m,n) bedraagt. Toon aan dat
de geinduceerde operatornorm ||A — B|| geminimaliseerd wordt door de keuze
B = U,S,VH, de zogenaamde gereduceerde singuliere-waardendecompositie,
waarbij enkel de r grootste singuliere waarden (en bijbehorende linker en
rechter singuliere vectoren) van A worden overgehouden. Dit resultaat staat
gekend als het Eckhart-Young-Mirsky theorema. (Gebaseerd op Theorem 6.14)

Bewijs. Voor elke matrix B € C™*" met rang r geldt (met de nulliteit de dimensie van
de kernel van B):

dim(ker(B)) = nullity(B) =n —r (39)

Dit resultaat volgt rechtstreeks uit de rang-nulliteitsstelling (2.11 (Rank-nullity theo-
rem)):

rank(B) + nullity(B) = dim(B) = n (40)

We zien dat ker(B), met dimensie gelijk aan n — r, een deelruimte vormt van C". Vervol-
gens maken we gebruik van de SVD (singular value decomposition) van A die er als volgt
uitziet:

A=USVH (41)

Hier is V € C™*™ een unitaire matrix met kolommen {v}, t,, ..., ¥, } C C". We beschouwen
nu de deelruimte opgespannen door {v, ..., t,+1}. Deze deelruimte zal niet disjunct zijn
met ker(B) wegens de dimensionaliteit (beide zijn deelruimten van C™ met dimensies n—r
en 7+ 1). Laten we nu o = E::ll a;U; beschouwen, een eenheidsvector in de intersection
tussen deze deelruimten met #; de i’de kolom van V. Omdat & € kern(B) geldt er dat
B = 0, hiermee vinden we:

|IA = B[] = [[(A = B)d|| = ||Ad]] (42)

Nu kunnen we gebruik maken van de eigenschap van unitaire matrices dat ||[UZ|| = ||Z]|
met U een unitaire matrix:

| Ad]| = [|SV | (43)

Nu schrijven we w in termen van V:

<
J’_
[y

w = ai_»i =V Apy1 (44)

I
—
@)

Nu gebruiken we [44]in 43| en maken gebruik van de eigenschap van unitaire matrices dat
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UNITAIRE EQUIVALENTIE
VHV = I, en van de eigenschap Z:;l a; = 1:
oy 0 - 0 e 07 Zl
0 o9 -~ 0 - 0 .2
R A A L T
0 0 0 on _ 0 _
- - 'al'
g1 0 0 0 (45)
0 o 0 0|
_ I : : a
] o 0 --.. Ur'+1 e 0 Jl |
10 0 0 On 0
r+1

= [Z |0iai|2]1/2 > Ory1
i=1

Er wordt voldaan aan deze ondergrens door B gelijk te kiezen aan U,.S, V.. We zien dus
dat de geinduceerde operator-norm ||A — B|| wordt geminimaliseerd door de keuze B =
U,S. V1, O
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7 Functieruimten

7.1 Recursierelatie voor univariate veeltermen (Proposition 7.9.)

Gegeven een familie {p,(z),n =0,1,2,...} van reéelwaardige univariate veelter-
men, waarbij p,(z) van graad n is, die orthogonaal zijn ((p,, Pm)w = Nndnm) ten
opzichte van een inwendig product

<n@w=[w@mmmwa

op het interval I C R (eindig of oneindig). Toon aan dat deze familie moet
voldoen aan de recursierelatie

bn+1pn+1(x) + anpn(x> + Cnflpnfl(x) = xpn($)
(Gebaseerd op Proposition 7.9.)

Bewijs. We willen aantonen dat voor een famillie {p,(x),k = 0,1, ...} univariante poly-
nomen (p,(x) = apg + a1z + ... + a,z™) geldt:

2P () = Cpo1pn-1(2) + bupn () + anp1Pns1 () (46)

waarbij p,(z) van graad n is, die orthogonaal zijn ((pn, Pm)w = Nndnm) ten opzichte van
een inwendig product

<n@w=[w@m@mme

We weten dat p,(z) van graad n is, zp,(x) is dus van graad n+ 1, en kunnen we schrijven
als een lineaire combinatie van {p,_1(z), pn(z), pns1(x)}:

pyp(z) = ap + a1p1(x) + ...apn_1Pn—1(2) + anpn(x) + aps1Pn1 () (47)

Nu kunnen we deze in het inproduct steken:
n+1

(@b = [ 0(@) Y (o) do

Waarbij de termen voor k # m orthogonaal zijn dus 0 worden:

<xpn’pm>w - /W(.T)ampm(gj)2 dr = am<pmapm>w = amNm
I

We vinden dus als constante termen:

~ A{x2pn(®), P () )
A = N (48)

Nu vinden we door de eigenschap dat p,(z) orthogonaal is met g(x) van graad k < n —1,
dat xp, orthogonaal is met ¢(z) van graad k < n — 2, want:

(ﬂm@wZZ@@XWA@M@WIZ/@@WM@@ﬂﬂmmz@mmh

I
Dit wil zeggen dat xp, orthogonaal is met alle p,, waarvoor m < n — 2, dus blijven enkel
Gn_1, Gn €N apyq over. Dus vinden we:

Py () = Cpe1Pn—1(2) + bppn () + g 1Pp1(2)

(2pn (), Pn(7))w (zpn(2), Pnia(2))
Nn Nn+1

— <$pn(xA)]\>ff7_111 (x)>wpn_1 (ZL‘) +

pn(T) + = Pr1(z)
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7 FUNCTIERUIMTEN

7.2 Projectie of veeltermen en de Christoffel-Darboux formule
(Proposition 7.10.)
Gegeven een familie {p,(z),n =0,1,2,...} van reéelwaardige univariate veelter-

men, waarbij p,(z) van graad n is, die orthogonaal zijn ((p,, Pm)w = Nndpnm) ten
opzichte van een inwendig product

m@w:[@mm@M@Mx

op het interval I C R (eindig of oneindig). Toon aan dat de projector op de
eerste n veeltermen gegeven wordt door

Zpk:

=0 lepk;

(&ﬁ@z/@@KMwWMWZ/ ](M%

I

waarbij K(z,y) gegeven wordt door de Christoffel-Darboux formule:

an  Pnt1(2)pn(¥)—Pn(2)Pn+1(y)
Z pr(x _ ) Dnpnte —y ) T #y,

an

<pn»pn>w (p;1+1 ('T>pn

(Gebaseerd op Proposition 7.10.)

Bewijs. We bewijzen dat de operator ]5”, gedefinieerd als de orthogonale projectie op de
ruimte van polynomen {py(z),p1(x),...,p,(x)}, idempotent is:

waarbij de kern K, (x,y) wordt gedefinieerd als:

Zpk

=0 pkpk

De toepassing van B, op een functie f is:

(Buf)(x) = / W(y) Ko, y) () dy.

1

Om P2f te berekenen, passen we P, opnieuw toe:

(PL1)) = PulBl) ) = [ w0(s) o) ( Jur w21 dz) dy.

1

We wisselen de integratie order:

/[ w(y) / W(2) K, ) Koy, 2) (2) dz dy = / w(2)f(2) / w(y) Kz, 9) Ky, 2) dy dz.

1 1 I
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7.2 Projectie of veeltermen en de Christoffel-Darboux formule (Proposition 7.10.)

De kern K, (x,y) heeft de eigenschap:

/w<y>K<xy> 2 dy = Ko(z, 2).

I

Dit volgt uit de definitie van K,(x,y):

n

e(2)pr(y) .

Ky(v,y) =
=0 (k> Pi )

Door de kern te substitueren in de dubbele integraal krijgen we:

/w(y)Kn(w,y)K( dy—/ Zpk ZPZ

I =0 Pk,pk —o Pl,pz

Vermenigvuldig de twee sommen:

—ZZ

Pk i) w pl,pz>

/ (W)pe(y)pi(y) dy.
Gebruik de orthogonaliteit van de polynomen:

/ w(y)pr ()P (y) dy = (Pks D) wOk1-

I

Hierdoor blijft alleen de diagonale som over:

Zpk

5—0 pk7pk

Dit is precies K, (z, z). Dus:

R Kol dy = Koo 2)

Substitueer dit resultaat terug in de dubbele integraal:

(B2f)(x) = / W(2) Ko, 2) F(2) d.

I

Dit is precies de definitie van (P, f)(x). Dus:
Pf =P,.f.

Hiermee is bewezen dat P? = DB,.

Nu bewijzen we de hermiticiteit:

<g’ pnf)u) = <pngv f)w

We kunnen dit schrijven als:
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Wissel de volgorde van integratie:

A

(9, Bufy = / w(y)f(9) / w(a)g(x) Ko (z,y) d dy.

1 1

A

We gebruiken de definitie van (P,g)(y) om dit te herschrijven:

A

(9, Puf)u = / w(y) f ) (Pug) () dy = (Pags Fu

I

Hiermee is de symmetrie aangetoond.

Als laatste willen we de som:

n

K(z,y) =
k=0

pr()pr(y)
(Pk> D) w

herleiden tot een recursieve uitdrukking. Orthogonale polynomen voldoen aan de
drievoudige recursievergelijking:

pn () = apPpi1(x) + bppn () + copn-1(2),

waar a,, b,, ¢, constante coéfficiénten zijn. Een analoge relatie geldt voor yp,(y).
Neem de vergelijking voor xp,(z) en yp,(y):
TP () = APt (T) + bppn () + cnpn-1(z),

YPn (y) = anpn-‘rl(y) + bnpn (y) + Cnpn—l(y)'

Vermenigvuldig de eerste met p,(y) en de tweede met p,(z), en trek ze van elkaar af:

(T = Y)Pn()Pn(Y) = n [Prr1(2)Pn(Y) — Prr1 (1) (@)] — Cn [Pa(2)Pn—1(Y) — Pul(y)Pn-1 ()] .

<pn :pn>w

Substitueer ¢, = a,_1 en sommeer over k = 0,...,n. Dit geeft:
<pn—1:pn—l>w ) ? )

n

Ku(z,y) = ! <Z <L [pkﬂ(ﬂ?)pk(y) - pk-i-l(y)pk(x)}

k=0 Dk, pk>w

n

S B p(@)pe (9) — pr(y)pea (2)]
(

—1 Prk—1, Pk—1)w

We kunnen zien dat alle termen behalve de grensterm wegvallen, we vinden dus:

an  Poy1(T)Pn(y) = Prii(y)pn(T)

Kn ) =
(:L' y) <pn>pn>w r—Yy

Voor z = y gebruik je de regel van L’Hopital voor de limiet:

a—n> (p;H(x)pn(:B) - piz(x)pn—f—l(x)) :

K,(z,z) = oD
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7.2 Projectie of veeltermen en de Christoffel-Darboux formule (Proposition 7.10.)

Nu hebben we alles bewezen wat nodig om te kunnen zeggen dat B, de projector is op de
eerste n veeltermen, gedifinieerd als:

(P)(x) = / w(g) Ko, y) f(y)dy (49)
Met K, (x,y) gedefinieerd als:
Mﬁ(m(x)pn(x) — P (@)para (), alsz =y,
K 0) =0 0, pais(@)pa(y) = Posa (1)pal@)

, als © # y.
<pnapn>w r—=1y
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7.3 Een n-graad orthogonale polynoom heeft n alternerende nul-
punten (Proposition 7.11.)

Gegeven een familie {p,(z),n =0,1,2,...} van reéelwaardige univariate veelter-
men, waarbij p,(z) van graad n is, die orthogonaal zijn ((p,, pm)w = Nndpnm) ten
opzichte van een inwendig product

(P, )w = /I w(x)p(z)q(r) dz
op het interval I C R (eindig of oneindig). Toon aan dat p,(r) exact n ver-
schillende nulpunten heeft die zich allen binnen het interval / bevinden. Toon
bovendien aan dat de nulpunten van p, en p,.; alterneren, m.a.w. dat de
nulpunten van p, liggen tussen deze van p,.;, door gebruik te maken van
bovenstaande Christoffel-Darboux formule. (Gebaseerd op Proposition 7.11.)

Bewijs. We bewijzen eerst dat p,(x) een n aantal verschillende nulpunten heeft. Stel dat
x1, X2, ..., T, de nulpunten zijn voor p,(z) met oneven multipliciteit, dan is m < n, we
tonen aan dat m = n, dit doen we door ¢(z) = (z — x1)(z — x2)...(x — z,,,) te definieren.
Nu is g(z)p,(z) > 0, dit volgt omdat de ontbinding van p,(x) er als volgt uitziet:

po(z) = (2 — 1) (2 — 22)?.. (T — )"

met ¢; > 1, al is (x — x;)% < 0 dan hebben we een term in ¢(z) waarvoor (x — x;) < 0,
en dus zal elke term in p,(x) die kleiner is dan 0 positief worden, waardoor het teken
behouden blijft over x € I.

uit deze eigenschap voor q(z)p,(x) volgt dat het inproduct

(¢, Pn)w = /I w(z)q(x)p(z) de # 0 (w(x) > 0 over 1)

Hieruit volgt dat ¢(z) en p,(x) niet orthogonaal zijn, en dus van dezelfde graad. Dit geldt
omdat g(x) een lineaire combinatie is van {po, p1, .., Pm }, en dat dus:

(¢ Pn)w = (@0Po, Pn)w + (@1P1, Pr)w + - + (GmPms Pn)w

met (p;, p;j)w = N;dy; > 0. Dus is de enige mogelijkheid voor (¢, pp)w = [; w( () dx #
0 is dat m = n, met andere woorden, ze zijn van dezelfde graad.

We vinden dus dat p,(z) exact n aantal reeele nulpunten heeft over het interval I.

Nu bewijzen we dat de nulpunten voor p,.; alterneren met de nulpunten van p,. Dit
kunnen we doen met behulp van
Qn
T (Pt (2)pa(@) — D (2)Pasa (), als z =1y,
Z pk N <pna pn)w

(Pks Pie)w an Prr1(2)Ppn(y) — Prg1(y)pn(2)

k=0
<pnapn>w r—=y

, als = # y.

Met dus hier z = y en K(z,2) =), _, % > 0 (strikt positief omdat pg(z)pr(x) >
0). We vinden dus:

e haa(e) = phla)eal) > 0
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7.3 Een n-graad orthogonale polynoom heeft n alternerende nulpunten (Proposition
7.11.)

Nu beschouwen we de nulpunten p,,1(z;) = 0 zodat

Pyt (@) (i) > 0

pry1(x) verandert van teken tussen opeenvolgende nulpunten van p,.q(x). Aangezien
pn(z) hetzelfde teken heeft als pf, (x) bij elk nulpunt z; van p,4i(x), moet p,(x) van
teken veranderen tussen twee opeenvolgende nulpunten van p,.(z). Dit betekent dat
pn(x) een nulpunt heeft tussen elk paar opeenvolgende nulpunten van p,1(x). ]

7
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7.4 Verband tussen twee Fourierreeksrepresentaties

Beschouw een continue functie f(z) die periodiek is met periode 27 en die
kwadratisch integreerbaar is over één periode, bijvoorbeeld het interval [ =
[0,27]. Deze functie heeft een Fourierreeksrepresentatie:

[e.e]

\/—_ Z frexp(ikx).

Kan je f(z) uitdrukken als een lineaire combinatie van sinus- en cosinusfunc-
ties, namelijk als:

flz) = A0+ZAkCOS kx) ZBksm kx).

k=1

Kan je de coéfficiénten Ay, A, en By (voor k = 1,2,...) uitdrukken als een
integraal over f(z)?(niet verbeterd)

Bewijs. We beginnen met de complexe Fourierreeksrepresentatie van een periodieke func-
tie f(z) met periode 27:

f(x) = # S et
k=—o00

waar de Fouriercoéfficiénten f;, worden gegeven door:

ro_ 1 o —ikx
fo= o= /0 f(x)eda (50)

Dit betekent dat we de som kunnen opsplitsen in drie delen:

1 . . .. 4
fl@) = 7= (f > fet > f e“”> .
\/ﬁ 0 ; k ; k

Met behulp van Euler’s formule, ¢** = cos(kx) 4 i sin(kz), kunnen we f(z) herschrijven.
Combineert men de termen fre™** en f_pe~** dan kan men vinden dat:

fre®™ = fi(cos(kx) + isin(kz)),

fore ™ = f i (cos(kxz) — isin(kz)).

Wetend dat f(z), een reéelwaardige functie is, en dus f_k = fk, kan men door de termen
op te tellen, vinden dat:

fre®™® 4+ fpe™*® = (fi + fi) cos(kx) + i(fy — fi) sin(kx).
De termen fk + ﬁ en fk — ﬁ kunnen worden herschreven als:
fo+ fro=2Re(fi), fr — fu = 2ilm(fy).
Daarmee wordt:

fre™® + f_pe”™ = 9Re(f,,) cos(kz) — 2Im(fy) sin(kx).
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7.4 Verband tussen twee Fourierreeksrepresentaties

Dit geeft tot nu toe de volgende gelijkheid:

V21

Om de Fouriercoéfficiénten (zie hierboven, vergelijking te gaan bereken kan men hier
opnieuw de identiteit van Euler: e~*% = cos(kx) — isin(kx) en splits deze op in zijn reéel
en imaginair stuk:

flz) = L < fot+ > 2Re(fi) cos(kx) + ) 2iIm(f) sin(k:x)) .

Re(fy) = \/%/0 7rf(:zc) cos(kx)de, Tm(f,) = —\/%/0 7Tf(:L’) sin(kx) dz.

vindt men dus dat:

) = %(% /0 " f(a:)da:+§2 {\/% /0 ") cos(kx)dx} cos(kz)

_ g % {—\/% /0 ") sin(kx)dx] sinkr)

De functie f(z) kan dus inderdaad herschreven worden als:

flz) = Ao+ Z Ay cos(kx) + Z By sin(kx)
k=1 k=1
met e e
Ay = %/0 f(z)cos(kx)dx, By = ;/o f(z)sin(kzx) dz,

en ook voor k£ = 0:

Ay = %/0 7rf(x)dx.
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7.5 Periodiek convolutie (proposition 7.19)

Gegeven twee absoluut integreerbare functies f, g € L'([0,27]) en de periodieke
convolutie:

W) = (f * g)(a /fx—ymodL)()dyz/o )9z — ymod L) dy = (g % f)(x).

Gegeven de definitie van de Fouriercoéfficiénten:

~ L om
fo = (0, f) = % /0 f(2)e i ER d,

he = VL fri.-

toon aan dat:

(Gebaseerd op proposition 7.19)

Bewigs. Men kan dit eenvoudig bewijzen door simpelweg ka, te gaan uitrekenen met de
gegeven uitdrukking uit de opgave, namelijk:

= Vi / %’%ydyj N

—gk

Men mag de mod L in boven staande uitwerking laten vallen en bijvoegen naar believen,
aangezien men geintegreerd wordt in het interval [0, L], waarin de mod L, operator geen
wijzigingen aanbrengt in het integrandum. [

2Hier werd de integratie volgorde omgedraaid, waarom dit mag zie https://en.wikipedia.org/
wiki/Order_of_integration_(calculus)
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7.6  Fouriercoéfficiént gy, voor een functie g(x) = f'(x) (Lemma 7.22)

7.6 Fouriercoéfficiént g;, voor een functie g(z) = f'(z) (Lemma
7.22)

Beschouw een continue functie f(r) die periodiek is met periode 27 en die
kwadratisch integreerbaar is over één periode, bijvoorbeeld het interval [ =
[0,27]. Deze functie heeft een Fourierreeksrepresentatie:

flz) = \/% Z fk exp(ikx).

Kan je de Fouriercoéfficiénten g, bepalen van de afgeleide functie g(z) = f'(v) =
f “(z)? Aan welke voorwaarde moeten de Fouriercoéfficiénten f voldoen op-
dat f'(z) ook kwadratisch integreerbaar is op het interval [0, 27]?(Gebaseerd op
Lemma 7.22)

Bewijs. We beginnen met de definitie van de Fouriercoéfficiénten. Voor g(x) = f'(x)

geldt:
2m 1 o —ikx
Jr = \/_ x)exp L —kx | dr = E i g(x)e " dx.

Omdat g(x) = f'(x), substitueren we dit in:

1 27 "
o = —— '(z)e *d.
9k \/%/0 fi(z)e &

We gebruiken nu partiéle integratie. Neem u = e ** en dv = f(r)'dx, zodat du =
—ike~**dx en v = f(x). Toepassen van integratie per onderdelen geeft:

2 —ik2m 0 15 2 '
_ (f( 7T>€ . f(0>€ ) + ¢ f(:v)e*lkxdx.
V2T V2T V21 Jo
De functie f(x) is periodiek met periode 27, wat betekent dat f(27) = f(0). Hierdoor
verdwijnt de randterm:

L f(x)e ™ dx
9k o ; .

De term \/% fo% f(x)e~**dz is precies de definitie van de Fouriercoéfficiént fk Dus:

g = ik fi.

Een functie f(z) is kwadratisch integreerbaar over [0, 27] als:

/27T |f(z)2dz < oco.
0

Voor de Fourierreeks is dit equivalent aan:
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waarbij hy de Fouriercoéfficiénten van h(z) zijn. Voor g(z) = f'(x) geldt:

gl = D0 likfil? = D R

k=—00 k=—o00 k=—00

Om te garanderen dat f’(z) kwadratisch integreerbaar is over [0,27], moet de reeks

U
EN

Sore K| fx]* convergeren. Dit betekent dat de Fouriercoéfficiénten fj voldoende snel

naar nul moeten gaan naarmate |k| — oo, oftewel limy_, fk) = 0. Met andere woorden,
er moet een constante C' > 0 bestaan zodat:

A C
|fil < PEz voor een € > ( en grote |k|.
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7.7 Voldoende voorwaarde voor begrensde integraaloperator (Proposition 7.28.)

7.7 Voldoende voorwaarde voor begrensde integraaloperator (Pro-
position 7.28.)

Gegeven een integraaloperator A € End(L%(])) die inwerkt als
(AN = [ Aw)sw)dy
I

Toon aan dat A een begrensde operator is als (voldoende voorwaarde)

//|A(x,y)|2d:vdy < 00.
1)1

(Gebaseerd op Proposition 7.28.)

Bewis. .
We willen bewijzen dat A begrensd is, oftewel dat er een constante C' bestaat zodat:

IAfll2 < C|| ]2 voor alle f € L*(I),

waarbij [|gll2 = 1/, l9()[? dz de L*norm is. De norm van Af is:

lAf = [ |n@] o= [ | [ A ay

I
Toepassing van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz op de binnenste integraal (voor een

vaste x) geeft:
o ([1aeorar) ( [irwra).

(Af)@)? < ( / |A<x7y>|2dy) 112

Neem nu de integraal over z om ||Af||2 te verkrijgen:

4sl = [IAn@PRa < [ ( / |A<x,y>|2dy) TS

Omdat || f]|3 onafhankelijk is van x, kunnen we deze buiten de integraal halen:

IAFIZ < I1FI2 / / Az, y)? dy da.

M= [ [ 14y dsdy
I1JI

IAFI5 < M]3

Door beide zijden te wortelen, krijgen we:
IAfll2 < VM| f]l2-

Hieruit volgt dat A een begrensde operator is met operatornorm || A|| < v/M. De operator

A is dus begrensd als:
//]A(x,y)|2dxdy < 00.
1Jr1
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dz.

/ Al y) () dy

I

Daaruit volgt:

Definieer:

Als M < oo, dan geldt:



7 FUNCTIERUIMTEN

7.8 Voldoende voorwaarde voor hermiticiteit van een integraal-
operator

Gegeven een integraaloperator A € End(L?(])) die inwerkt als

(Af)(x) = / Al y)f(y) dy,

en die begrensd is (zodat de kernel A(z,y) voldoet aan bovenstaande voor-
waarde). Kan je een (voldoende) voorwaarde opleggen op de kernel A(z,y) zo-
dat A een symmetrische/Hermitische operator is? Is A dan ook zelf-toegevoegd?

Bewijs. Voor A symmetrisch of Hermitisch te maken, eisen we dat:

(Af,g) = (f,Ag) voor alle f,g € L*(I).

De uitdrukking voor (Af, g) is:

(ita) = [Anlate) o= [ ([ A1) dy) o(o)d

1

Met Fubini’s-stelling (toegestaan omdat A(x,y) begrensd is) wisselen we de volgorde van

integratie: (Af.g) = /If(y) (/IA(:E,?/)Q(@ dx) dy

Aan de andere kant:
(f, Ag) = /IW(AQ)(?J) dy = /IW (/IA(y,w)g(w) dw) dy

De vergelijkingen van (Af, ¢) en (f, Ag) laten zien dat een voldoende voorwaarde voor
symmetrie of Hermiticiteit is:

Az, y) = Ay, z)

Zelftoegevoegdheid: Aangezien A begrensd is, geldt Dom(A) = Dom(Af). Voor een
begrensde operator is Hermiticiteit dus voldoende om zelftoegevoegdheid te garanderen.
Dit betekent dat A zelftoegevoegd is als A(z,y) = A(y,x). Conclusie: Indien A(z,y) =

Ay, z) geldt, is A Hermitisch, en omdat de operator begrensd is, is A ook zelftoegevoegd.
O
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7.9 Voor [A, B] — 1y, kunnen niet A en B, eindig zijn (Proposition 7.31.)

7.9 Voor [fl,f)’] = 1y, kunnen niet 4 en B, eindig zijn (Proposi-
tion 7.31.)

Gegeven twee operatoren /l, Be End(H) op een oneindig-dimensionale (sepa-

rabele) Hilbertruimte H. Toon aan dat, als [A, B] = AB — BA werkt als de

identiteitsoperator, het dan onmogelijk is dat beide operatoren een eindige

operatornorm hebben en dus begrensd zijn.
(Gebaseerd op Proposition 7.51.)

Bewijs. We moeten bewijzen dat als [A, B] = 1, dan is het onmogelijk dat A en B
tegelijkertijd begrensd zijn, stel dus:

[Aa B] = 1V

dan kan via inductie aangetoond worden dat AB" — B"A = nB"
voor n=1 is het triviaal:

AB—-BA=1

nu voor n-+1:

A

AB™Y — B™A = [A, B"B] = [A, B"|B + B"[A, B] = nB" B + B" = (n +1)B"

en dus is dit bewezen voor n+1 = AB" — B"A = nB"!
nu nemen we de norm van nB"! en maken we gebruik van subadiviteit en submultipli-
cateit:

[nB" | = n||B*Y| = [[AB" — BA|| < [JAB"|| + | B"A|| < ||A|l - [|B"|| + [|A]| - 118"

= 2[|A[[-[|B"]] = 2||A[| - [|B]| - [|B™ ]|

Delen door ||B™!||: -
n < 2[|A[ - [|Bl]

Omdat dit waar is voor elke n is het onmogelijk dat A,B beiden begrensd zijn. O]
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7 FUNCTIERUIMTEN

7.10 Zelftoegevoegdheid van een operator, P voor Dy = {f €
LA(I) | f" € L*(1), f(a) = f(b) = O}
Op de Hilbertruimte van (equivalentieklassen van) kwadratisch integreerbare

functies L?(I,C) (met standaard inwendig product) op het compacte interval
I = [a,b] beschouwen we de operator P met actie

(Pf)(z) = —if'(2),

en domein
Dp = {f € LX(I) | f' € LA(I), f(a) = f(b) = 0}.

Is deze operator symmetrisch? Is hij zelf-toegevoegd?

Bewijs. We beginnen met het nagaan van de symmetrie. Volgens de definitie is een
operator P symmetrisch als

(9.Pf) = (Pyg.]) Vf.g€Ds.
We berekenen eerst (g, Pf):
b_
(0.21) = [ G~ if (@) do
b_
= —i/ g(x)f'(x) dx.

Door partieel integreren (met u = g(z) en dv = f'(x)dx) krijgen we:

Hieruit volgt:

(9. Pf) =—i [Mf(x)r —i—i/abg’(:c)f(:c) dx.

a

Aangezien f(a) = f(b) = 0 (volgens de definitie van Dp), vervalt de grensbijdrage:

(g, Pf) =i / 7@ f () dz.

Vergelijk dit met <pg, f):

b b
(Pg.f) = / Cig (@) f(x) de = i / F@)f (@) da.

We zien dat (g, Pf) = (Pg, f) voor alle f,g € Dg. Dus de operator P is symmetrisch.
Een operator is zelf-toegevoegd als die symmetrisch is en ze allebei hetzelfde domein
hebben. Op het domein van de toegevoegde operator gelden geen extra randvoorwaarden
voor ¢(z), zodat Plg zou bestaan.

Dpr ={g € L*(I)| ¢ € L*(I)}.
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7.10 Zelftoegevoegdheid van een operator, P voor

Dp={feL?()| [ € L*(I), f(a) = f(b) = 0}

Dit domein is duidelijk groter dan Dy, omdat voor P! de voorwaarde gla) = g(b) =0
niet nodig is. Het domein van P is:

Dp={feL*I)| f € L*(I), f(a) = f(b) = 0}.

Het domein van P! is:

Dpy ={ge L*(I) | g’ € L*(I)}
Omdat Dp # Dpy, is P niet zelf toegevoegd. m
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7.11 Zelftoegevoegdheid van een operator, P voor Dy = {f €
LA(I) | f" € L2(1), f(a) = —f(b)}
Op de Hilbertruimte van (equivalentieklassen van) kwadratisch integreerbare

functies L?(I,C) (met standaard inwendig product) op het compacte interval
I = [a,b] beschouwen we de operator P met actie

A

(Pf)(x) = =if'(z),

en domein

Dp={feL*(I)| f € L*(I), f(a) = — f()}.
Is deze operator symmetrisch? Is hij zelf-toegevoegd? Kan je de eigenwaarden
en eigenfuncties van deze operator bepalen?(niet verbeterd)

Bewijs. Een operator P is symmetrisch als:

(Pf,g) = (f. Pg),

voor alle f,g € Dp, waarbij het standaard inwendig product is gedefinieerd als:

(r9) = [ T@igla) da

(Pf.g) = /ab (—if’(x)) g(z)dx.

Neem f,g € Dp. Dan geldt:

Door partiéle integratie krijgen we:

/ab(—if’(x))g(a:) dr = [—if(x)g(x)}z - /abmi%g(x) d

Vanwege de randvoorwaarde f(a) = —f(b) en g(a) = —g(b) volgt:

T (f’f>9(f’f)]z — —if(b)g(b) + if(a)g(a) = 0.

De resterende term is:

l(ﬁ M—/f 2) di

Dit is precies (f, Pg>. Dus: . .
(Pf,g9) = ([ Pg).

De operator P is dus symmetrisch. Een operator P is zelf toegevoegd als deze symmetrisch
is en als het domein van P gelijk is aan het domein van zijn P'. De dagger P' wordt
gedefinieerd door:

(Pf,g) = (f, Pg),

voor alle f € Dp en g € Dp;. Uit de symmetrie berekening weten we dat:

<PMﬂ:lef dx—/f
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7.11 Zelftoegevoegdheid van een operator, P voor

Dp={f € L) | f € L*(I), f(a) = —f(b)}

Omdat f(a) = —f(b) en g(a) = —g(b) specifieke randvoorwaarden zijn, volgt dat Dp C
Dp;i. Echter, de symmetrie en specificke randvoorwaarden van Dp zorgen ervoor dat
Dp = Dpi. De operator P is zelf toegevoegd. Een eigen functie f van P voldoet aan:

Pf=\f met\eC.
Dit geeft de differentiaalvergelijking:
—if'(x) = Af(z) = [f(2)=i\f(2).

De oplossing is:

flz) = Ce™,
waarbij C' een constante is. De randvoorwaarde f(a) = —f(b) impliceert:
Cei)\a — _Cei)\b = 6'L'/\a — _ei)\b

Dit leidt tot: .

M) =1 = Ab—a)=2n+ 171 (neq.
Dus:
@n+ D)m

M=)

De corresponderende eigenfuncties zijn:

fulx) = Cen®,
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7 FUNCTIERUIMTEN

7.12 Zelftoegevoegdheid van een operator, P voor Dy = {f €
LA(I) | f" € L*(I), f(a) = 2f(b)}

Op de Hilbertruimte van (equivalentieklassen van) kwadratisch integreerbare
functies L?(I,C) (met standaard inwendig product) op het compacte interval
I = [a,b] beschouwen we de operator P met actie

(Pf)(z) = —if'(2),

en domein
={feL’(I)| f e L*I), fla) =2f(D)}.

Is deze operator symmetrisch? Is hij zelf-toegevoegd?

Bewijs. Neem f,g € Dp. Dan geldt:

b [
(Pf,g) Z/ (—if'(z)) g(x) dx.

Door partiéle integratie krijgen we:

[ Cirwnmia =[]+ [ it

Vanwege de randvoorwaarde f(a) = 2f(b) en g(a) = 2¢(b) volgt:

[~ @3] = ~if 0)90) + i (a)gTa@) = ~i (B)g10) + (2 (6) gD = 3if (4)300).

De resterende term is:

[ it =siswam + [ s

Om symmetrie te hebben, moet (Pf,g) = (f, Pg). Echter, de extra bijdrage 3if(b)g(b)
zorgt ervoor dat dit niet altijd waar is. De operator P is niet symmetrisch.

Een operator P is zelf toegevoegd als die symmetrisch is en het domein van P gelijk
is aan het domein van zijn Pr. Aangezien P niet symmetrisch is, kan P ook niet zelf
toegevoegd zijn. ]
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7.13  Zelftoegevoegdheid en spectrum van operator A (Example 7.12, 7.13)

7.13 Zelftoegevoegdheid en spectrum van operator A (Example
7.12, 7.13)

Op de Hilbertruimte van (equivalentieklassen van) kwadratisch integreerbare
functies L?(I,C) (met standaard inwendig product) op het compacte interval
I = [a,b] beschouwen we de operator

A

(Af)(@) = (2* = 1)f(2),

en domein D; = L*(I). Is deze operator symmetrisch? Is hij zelf-toegevoegd?

Kan je raden wat het (discrete, continue en residuele) spectrum van A is;
waarbij je je antwoord in woorden motiveert?

Achtergrond informatie (niet te kennen voor dit bewijs, maar handig als je niet de hele
cursus wilt studeren):

e De range R ; van een operator A is de ruimte van zijn output en is een deelverza-
meling van het codomein. Bijvoorbeeld als A : R — R? met A(z) = (z,0,0), dan is
het codomein R* maar de range R ; is echter ééndimensionaal.

e De resolvent fx’,\A(/l) van een operator A en een complex getal \ is gedefiniéerd als
de operator Ry(A) = (A —\I)™!

e De resolvent verzameling van een operator A is de verzameling van complexe

getallen \ waarvoor het resolvent Ry (A) bestaat én gebonden én densely defined
is.

e Het spectrum o ; van A is een complement van de resolvent verzameling Ry(A).

Dit is dus een verzameling waarvoor ofwel Ry(A) niet bestaat, ofwel niet gebonden
is, ofwel niet densely defined is.

— Het puntspectrum o(p);: Dit bevat de waarden \ waarvoor Ry(A) niet
bestaat omdat A — AI niet injectief is; in dat geval is A een eigenwaarde en
heeft deze minstens een één-dimensionale eigenruimte Vy = ker(A — A\I).

— Het continue spectrum o(c) ;: Dit bevat de waarden A waarvoor Rj(A)
niet gebonden is; dit zijn waarden die een benaderende eigenvector toelaten.

— Het residuele spectrum o(r) ;: Dit bevat de waarden A waarvoor Ry(A)

niet dicht gedefinieerd is, of equivalent, waarvoor het bereik A — Al niet dicht
is in de Hilbertruimte H.
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7 FUNCTIERUIMTEN

(Gebaseerd op Example 7.12, 7.13, ... en Definition 7.29)

Bewijs. Gegeven is de operator A die voor alle functies f € L*(I,R) met I = [a,b], een
interval, voldoet aan:

S

(Af)(z) = (@* = 1) f(2),
met als domein D ; = L*(I,R).

Om te kijken of A symmetrisch is, gaan we na of (f, flg)khb] = (Af, 9)[ap-

b A

(f,AQs = | F@)Ag(x)do

= <Afu g> [a,b] -
Hieruit volgt dat A symmetrisch is.

Omdat A symmetrisch is voor alle f € D 1 = L*(I,R), en er geen extra restricties zijn

op het domein, volgt uit (f, Ag) = (AT f, ¢) dat A noodzakelijk zelf-toegevoegd moet zijn,
dus A = A

Spectrum?

1. Puntspectrum?
Er bestaan geen eigenwaarden A van A waarvoor

(Af)(z) = (2° = 1) f(z) = M ().

Dit betekent dat z? —1 = X voor alle x in het interval [a, b]. Omdat de functie 22 —1
varieert over [a® — 1,b% — 1], zijn er geen enkele waarden \ waarvoor dit geldt voor
alle x € [a,b]. Dus, het puntspectrum
() _
oi = 1%}

2. Continu spectrum? o
Het continue spectrum bestaat uit de waarden van A waarvoor de resolvent R(A) =
(A=A )il niet gebonden is, maar het bereik van A — Al wel dicht is. Voor de
operator A geldt dat de waarden van A = 22 — 1 precies het interval [a? — 1,0% — 1]
vullen. Dus, het continue spectrum is:

(@ _ 1,2 2

3. Residueel spectrum?
Het residuele spectrum bestaat uit waarden A waarvoor A — Al niet injectief is, en
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7.13  Zelftoegevoegdheid en spectrum van operator A (Example 7.12, 7.13)

het bereik niet dicht is in L?. Omdat we hebben aangetoond dat het puntspectrum
leeg is, en het bereik van A — AI dicht is voor alle andere waarden, is het residuele
spectrum leeg:

(r) _
O’A = .
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

8 Lineaire Differentiaaloperatoren

8.1 Bepaal J(g(x), f(z)), zodat j(z) = +J(g(x), f(x)) voor een
standaard inwendig product (Prop081t10n 8.3.)

Beschouw de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt als

(L1)(@) = as(a) @) + () 0 (2) + aof) ().

Definieer de actie van de formeel toegevoegde operator L' ten opzichte van
het standaard L*(R)-inwendig product

(fg) = / " g(0)f (@) da,

o0

en toon aan dat

A

j(@) = g(@)(Lf)(x) — (Ltg)(x) ()

gelijk is aan een totale afgeleide, i.e. j(z) = L J(g(z), f(z)), waarbij J(g(z), f(z))
moet worden bepaald.

(Gebaseerd op Proposition 8.3.)

Bewijs. We starten van de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt op een
functie f(x) als:

(L)) = an) T oy ()T ) (51)

Nu gaan we de actie definiéren van de formeel toegevoegde operator L' ten opzichte van
het standaard L*(R) inwendig product (f, g) = [ +;O g(z) f(z)dz. We kunnen dit bekomen

door de volgende gelijkheid met de nodige randvoorwaarden:

(Lf,9)=(f.Llg) (52)
We vinden dan:
(Lr.9) = ) = [ gL
= [ s L + @ L+ s
- [T awsw S+ [ aws@ L+ [ @i s
53)
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8.1 Bepaal J(g(z), f(z)), zodat j(z) = L.J(g(z), f(z)) voor een standaard inwendig
product (Proposition 8.3.)

We bekijken de eerste integraal van [53| en gaan twee keer partieel integreren:

/_ h as(x)g(x) dc{x(f) dx

= [a@)g@)f @15 - | f(@)lax(2)3(2) + as(2)7 ()] da
400 +oco

- f'(w)ay(x)g(z)de — f'(w)ax(z)g (z)dx

)

2)]T% = lay(2)g (@) f ()] 7% = [a2(2) () f ()] 7
)
)

)+ @) @dr+ [ F@a) @)+ feas(w)g (@)

2 (
= [a2(2)g(2) f'(2)] 73 = [f (2)(a5(2)g () + az(2)g' ()]

+ f(@)]ay(z)g(x) + 2a2(x)'g (z) + az(x)g" (x)ldz

We bekijken de tweede integraal van 53| en gaan partieel integreren:
e WENCACOR
| awiw P

= [a(2)g(2) f ()] 7% - f(@)]ay(x)g(z) + ar(2)g (z)]dx

—00

(55)

We bekijken de derde integraal van [53|en vinden:
| al@go sy (50
Nu substitueren we [54], [55] en [56] in
=[a2(2)g(2) [ (@)1 73 = [f (2)(a5y(2)g(2) + az(2)g' ()] 73 + [an (2)g(2) f ()] 73
f(@)[a5(2)g(x) + 2a5(2)'g (x) + az(7)7" ()]

(w)

_|_

(57)

—00

We vinden dus uit

(f, L'g) = [Randvoorwaarden)+ f(z)
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

Om de actie van de formeel toegevoegde operator L' te bepalen, moet er gelden voor de
randvoorwaarden:

[Randvoorwaarden] = 0 (59)

We kunnen hieruit vinden dat:

(it = [ g PRI |y WD) ST e (60)

Waaruit we de actie van LT op een functie f(x) kunnen bepalen:

_ Pa@)f@)  da@/(@)

dx? dx

(L)) +ao(z) f () (61)

Vervolgens gaan we aantonen dat:

j(a) = g(a)(Lf)(x) = (Ltg)(x) f(x) (62)
i dJ(g(x), f(x)) y
gelijk is aan waarbij we J(g(z), f(x)) bepalen. We gaan eerst [51| en |61

x
invullen in |62 waaruit we krijgen:

@) = 3(@)as@) "D 1 gy (@) T 1 ga)ao(a) )

) P8I )0 )t

TI0) | gwyar(e) L — pay LI ) 2 (5()

dzx?
) (@) )] + a(w)aa(a) LD — gy L2D0)

() (@)F () + a(w)as(e) T E) — gy P2 D) (63)

e T — L fg(eyan(e) L2

s (2) 1))+ [g(an(e) D) Ly D209

— L ) (@) (@) + glaas(e) DD — g 12 DI

= g(x)ay(z)

T
ik
~
O

We zijn de gevonden uitdrukking bekomen met J(g(x),f(x)):

To(a). £@) = an(@)a()f(w) + ax(@ya(e) L — pa) @200 gy
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8.2 Bepaal J(g(z), f(x)), zodat j(x) = L J(g(x), f(x)) voor een gewogen inwendig

: product (Proposition 8.5.)

8.2 Bepaal J(g(z), f(z)), zodat j(z) = LJ(g(z), f(z)) voor een ge-
wogen inwendig product (Proposition 8.5.)

Herneem de vorige vraag voor het gewogen inwendig product

(fs 9w = /_OO w(x)g(x)f(z)de.

o

Onder welke voorwaarden voor as(z), ai(z) en ao(z) (die reéelwaardig en vol-
doende glad kunnen worden verondersteld) is L formeel zelf-toegevoegd?

(Gebaseerd op Proposition 8.5.)

Bewigs. We starten van de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt op een
functie f(x) met as(x), a1(x), ag(x) reéelwaardig en voldoende glad als:

(L)) = as(e) D 0,0y D ) g (65)

Nu gaan we de actie definiéren van de formeel toegevoegde operator LT ten opzichte van
het gewogen inwendig product over L2(R): (f,¢) = [ w(z)g(x)f(v)dr. We kunnen dit
bekomen door de volgende gelijkheid met de nodige randvoorwaarden:

(Lf,q) = (f.L'g) (66)
We vinden dan:
A ~ +OO A~
(Lf.g) = (f. Lig) = / w(w)g(@) (Lf) (@) dz
- [ wwge) e+ a@ L ¢ ) @)
e P, [ i,
- [ w@u@s = P [ e



8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

We bekijken de eerste integraal van [67] en gaan twee keer partieel integreren:

[ atp@in D,

= [w(z)az(2)g(x) f' ()] 7

- f'(@)[w'(x)az(z)g(x) + w(z)ay(x)g(z) + w(x)az(z)g (v)]dx

—00

+o00

= [w(@)ax(z)g (@) f ()] 1% - f( Jw'(x)ay(x)g(z)dx

+oo “+o0

- f(@)w(x)ay(z)g(x)de — f(@yw(z)az(z)g'(x)dx

= [w(z)az()g(2) f' ()73 = [w'(@)az(2)g(x) f ()7 — [w(@)ay(2)g(x) f ()72

— [w(z)az(x)g' (x) f ()] 73 + f@)[w"(w)az(r)g(z) + w'(x)ay()g(x) + w'(z)ay(x)g (x)]dz

— 00

+oo

+ f(@)[w'(x)as(x)g(x) + w(w)ay()g(x) + wlr)as(x)g (v)lde

— 00

“+o00

+ f(@)[w'(z)az(2)g (x) + w(z)as(2)g' (v) + w(x)az(x)g" ()] dx

—0o0

= [w(@)ax(2)g(x) (@) I — [w'(@)az()g() f(2)] 2 — [w(z)a)(x)g() f(2)] T2
+00 d2

+ ) f(l')@[ﬂ](%’)@g(l’)?(l’)]dl?
(68)

We bekijken de tweede integraal van [67] en gaan één keer partieel integreren:

| wwa@soLa:

= [w(z)ai (2)g(x) f(2)] 3
+o00 - ~ ~ (69)
- f(@)[w'(@)ai(2)g(x) + w(z)ay (2)g(x) + w(z)ar(z)g'(z)]dz

— 00

= [w(z)ay(z)g(z) f(2)] 7% - fz) o lw(@)ar(2)g(w))d

We bekijken de derde integraal van [67}
+oco
| w@age) s (10)

Nu substitueren we [68], [69 en [70] in [67}
=[w(@)a()g(w) [ (@) TX — [w'(@)az(x)g () f ()] 73
= [w(@)ay(2)g(2) f ()72 + [w(r)ar ()g(x) f ()] 73

[

b [ ) e @)a@)] - o)) @3] + w(@)(@)s) fdr

= [];andvoorwaarden]
+o0 d2 - d - B
+ f( ) e lw(@)az()g(@)] = f(z) - lw(z)a(2)g(2)] + w(z)ao(z)g(w) f(v)dz
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8.2 Bepaal J(g(z), f(x)), zodat j(x) = L J(g(x), f(x)) voor een gewogen inwendig

: product (Proposition 8.5.)

Om de actie van de formeel toegevoegde operator L' te bepalen, moet er gelden voor de
randvoorwaarden:

[Randvoorwaarden] = 0 (72)
Dan geldt er
(f,Lg)
= [ ) )] - £0) o @)5(0)) (o)) @)
- [ e e gte)
- W) ) o (3] + 0() ) o)
73

De stappen hierboven zijn mogelijk wegens het feit dat de functies aq(z), a1(x), ap(z), w(x)

~

reéelwaardig en voldoende glad zijn. We kunnen dan nu de actie van L', de formeel
toegevoegde operator, terugvinden op een functie f(x):

1 d? 1 d

o) V@@ @) = s T e@a@ @) +a) @) (1)

(Lf)(z) =

Nu gaan we de voorwaarden na waaraan as(x), a;(z), ag(x) moeten voldoen zodat L for-
meel zelf-toegevoegd is:
L=1" (75)

We starten van de formeel toegevoegde van deze lineaire differentiaal operatoi74] en gaan
zo de respectievelijke voorwaarden na.

Lt .[L':Ld_le'al’ X —Liwxax T Ao\ T i
(L)) = 5 0@ @) = s a0 + ) @)
- o)L+ 2, 0) 4 2040) - anfo) LD (76)
+ (= (z)as(z) + 2w 1(0‘76&0;2(@ —via() + ay(x) — a}(z) + ao(x)) f(z)

Uit [76 halen we twee voorwaarden. De eerste voorwaarde is:

25;53) az(z) + 2a5(x) — a1 (x) = a1 (x)
; : (77)
WD) +ole)dhla)
w(z)
De tweede voorwaarde is:
W) + 20/ ()ih(a) —wasle) |
w(x) 2 ! 0 0
2 (@an() + 2w (D) — e  v@ae) fe@ae )
w(x) w(z)
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

We merken eerst op dat de tweede voorwaarde [78| de afgeleide is van de eerste voorwaarde
[771 We zien dat a;(x) volledig wordt bepaald in functie van as(x) en w(x), ook zien we
dat ao(x) vrij kan worden gekozen (het is een arbitraire functie) zodat L formeel zelf-
toegevoegd is. We kunnen deze voorwaarden [77] en [7§ gebruiken in de uitdrukking voor
de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt op een functie f(x)

(L) = ax(e) j o a1<m>%+ao<x>f<x>
- i[ (x)a <>M]+a<x>f<x> "
~ w(z) dx x 0
1 d [EM q(x) .

We zien in 79 de Sturm-Liouville operator met p(z) = —w(x)as(x) en ¢(z) = w(z)ag(x).
We vinden dus dat als we een reéle tweede-orde lineaire differentiaaloperator L kunnen
schrijven als de Sturm-Liouville operator, dat deze operator formeel zelf toegevoegd is.
Vervolgens gaan we aantonen dat:

j(@) = w(@)g(2)(Lf)(x) —w(z)(Ltg)(x) f
dJ(g(z), f(z))

invullen in en gebrulk maken van het feit dat de functies as(x ), aop(x), w(x
reéelwaardig en voldoende glad zijn:

waarbij we J(g(z), f(z)) bepalen.We gaan eerst 65 en 7

gelijk is aan

jta) = w(@g@aa(e) T 4 wayg@on () L eyttt 2
1 &2 — 1 d —
o) o) 1 s + 0l (o) oo )
~ w(a) f()aola) ()
— w(@)g@as(x) d;f) + w(x)mm(x)dj;f)
— (@) s ()aa@g(E] + ()7l (2) ()]
= L (@)@ (@7 @)] + @@ T~ @)1 ()
+ @)oo D - L poteygagas ) L2
= L @)@ @) @) + - s D) L) L e @)
d df (z) d
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8.3 Symmetrie en zelftoegevoegdheid van L = —D?

8.3 Symmetrie en zelftoegevoegdheid van L=-D2

A

Beschouw de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L = —D?, i.e. (Lf)(z) =
—f"(z) met domein

Dy ={f € L*([a,b]) | " € L*([a,b]), f(a) = f(b), f'(a) = O}.

Wat is de actie en het domein van L'? Is L zelf-toegevoegd met deze rand-
voorwaarden? (Dit soort vragen moet ook kunnen met variaties in de rand-
voorwaarden.)

Bewigs. We beschouwen een tweede-orde lineaire differentiaaloperator L = —D? met als
domein D; = {f € L*([a,b))|f" € L*([a,b]), f(a) = f(b), f'(a) = 0}. We gebruiken de
volgende gelijkheid door gebruik te maken van de nodige randvoorwaarden:

(Lf.g) = (f,Lig) (81)

Nu gaan we de actie en het domein (D;;) bepalen van de formeel toegevoegde operator
L' ten opzichte van het inwendig product over L2([a,b]): (f,g) = [ g(z)f(x)dx. We
vinden dan door gebruik te maken van partiéle integratie:

~

~ b—/\
<Lﬁg>=:UlLb>=:/ 9@)(Lf)(2)de

g(@)f"(x)dz

(82)

|
\
kﬁ

~ [F (@) - /f )g"(2)
= @) - O30 - 1T @) + 7050 - [ )

Nu gebruiken we de randvoorwaarden van het domein van D; in [82}

& —f(0)g(b) — f(a)lg'(b) — g'(a)] — / f(@)g"(x) (83)

Hieruit vinden we het domein Dj;:

D ={f € L*([a,b])|g" € L*([a, b)), g'(a) = ¢'(D). g(b) = 0} (84)
Nu kunnen we met 82 en [84] de formeel toegevoegde operator Lt bepalen:

Lt =-D? (85)

De actie van Lt op een functie f(x) is gelijk aan de actie van L en wordt gegeven door:

o d? f

L 86
(E () = = ) (56)
Maar we merken op dat de domeinen verschillend zijn: D;; # D; dus de operator is
NIET zelf-toegevoegd met deze randvoorwaarden. O
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

8.4 Zelftoegevoegdheid van de Sturm-Liouville operator (Pro-
position 8.7)

Beschouw de Sturm-Liouville operator

(La)(e) = 4 (p) 50)) + glohuto)

Toon aan dat deze operator zelf-toegevoegd is met betrekking tot het stan-
daard inwendig product op L?*([a,b]), mits gebruik wordt gemaakt van de ge-
scheiden randvoorwaarden f(a)+af'(a) =0en f(b)+[f'(b) =0, waarbij «, 5 € R.
(Gebaseerd op Proposition 8.7)

Bewijs. We beschouwen de Sturm-Liouville-operator

(Lu)(a) = g5 (o) ule)) + atou(o)

waarbij p(x) > 0 en g(z) reéel en continu zijn op het interval [a, b].
Het doel is te bewijzen dat L zelf-toegevoegd (self-adjoint) is in L?([a,b]) met het stan-

daard inwendig product:
b
(r9) = | T@igla) da

fla)+af(a)=0 en f(b)+B8f'(b) =0, waara,peR.

onder de randvoorwaarden:

Met andere woorden:
L=1"

We willen symmetrie aantonen onder de randvoorwaarden:
o) = [T (i (o) Lo +atwrge)) @
y Lg) = j 7z \P\E) 9 q9\z)g .

_ / Fa(e)ge) do + / T~ (p< %g@c)) s,

b_
_ / F@a(2)g(x) do + / T o) e g(a) + F)p(e) wego(w) da

partiele integratie

We schrijven ook <f/f, g) uit:

igo)=[ (di (s s@)) + q<x>f<x>) o) de

= [T+ [ (o)t i) Jota) o
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8.4  Zelftoegevoegdheid van de Sturm-Liouville operator (Proposition 8.7)

-/ @) da + / et (p(fﬂ)%f(@) da

b b . 2
— [ F@a@sta)de + [ 505 pe) 5 1@) + pla) 15 Fle) da
Met p(z) en g(x) reéel wordt dit

b b . 2
— [ F@atelgta) s+ [ gw)5pta) 2 T@) + glelple) 5 Tw) do

We trekken deze 2 vergelijkingen van elkaar af

(1. Lg) ~ (L.9) = | F@5op(o) S g(e) + F@lpla) 1500

d d — 2

— () () 7T + gl@hple) 15 () de
We kunnen dit in 4 integralen schrijven
b d d b d2
- [ T@ )o@ e+ [ T o) do
b b

2

- [ @) fpe) L T@ e+ [ glople) T b

We stellen een vergelijking op voor de eerste term (analoog derde term)
—d , . d — . d bt d (= d
[ T gpte) ot do = | Tt o) = [ oo (T o)) da

- b b 2 b -
= [t o]~ [T fowrde - [ o) T o) do

We substitueren deze expressie in de bovenstaande Vergeligking en we zien dat de tweede
term en de vierde term wegvallen, en de integraalterm [ p(z)-L f(z)-Lg(z) dz wordt in
zowel de eerste en de derde term gevonden, en dus valt deze ook weg. Er blijven dus nog
2 termen over

1) (11 = [T ]| [t 79

= f(b)p(b)g'(b) = fa)p(a)g'(a) — g(b)p(b) f'(b) + g(a)p(a) f'(a)
Doordat (f, j}g) = (IA/T f,g) moet deze expressie dus gelijk zijn aan nul als deze operator
zelf-toegevoegd is.

0= f(b)p(b)g'(b) — fa)p(a)g'(a) — g(b)p(b) f'(b) + g(a)p(a) f'(a)

Als we de randvoorwaarden gebruiken vinden we doordat o en (3 reéel zijn inderdaad

F(®)p(b)Bg(b) — f(a)p(a)ag(a) — g(b)p(b)Bf(b) + g(a)p(a)af(a)

= Bf(b)p(b)g(b) — af(a)p(a)g(a) — Bg(b)p(b) f(b) + ag(a)p(a)f(a) =0

En is de Sturm-Liouville-operator onder deze randvoorwaarden zelf-toegevoegd. O]
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

8.5 Twee fundamentele oplossingsmatrices verschillen op een
constante matrix na (Proposition 8.13) (!)

Beschouw de eerste-orde vectorwaardige homogene differentiaalvergelijking

dz
1) = A1),

met z(t) € F" en A(t) € F**". Laat Z(t) een fundamentele oplossingsmatrix zijn,
i.e. voor elke t geldt Z(t) € F"*" zodanig dat

dzZ
1) = A2 ),

met verder det(Z(t)) # 0, zodat de kolommen van Z(t) overeenkomen met n
lineair onafhankelijke oplossingen. Beschouw nu een andere fundamentele op-
lossingsmatrix Z(t); toon aan dat er een constante matrix C' € F"*" bestaat
zodat Z(t) = Z(t)C. (Gebaseerd op Proposition 8.13 (!))

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. Aangezien Z(t) en Z(t) inverteerbaar zijn (< det(Z(t)) # 0), kunnen we op elk

tijdstip C' = Z71(t)Z(t) definiéren. Vervolgens lijden we deze C' af naar de tijd.

. d

o E[Z‘l(t)Z(t)]

Dit betekent dat C inderdaad een constante is.
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8.6 Het theorema van Floquet (Theorem 8.17) (!)

8.6 Het theorema van Floquet (Theorem 8.17) (!)

Beschouw de eerste-orde vectorwaardige homogene differentiaalvergelijking

dz
Z(t) = Aw)=(t)

met z(t) € F" en A(t) € ", waarbij bovendien A(t) een periodieke functie is,
i.e. A(t) = A(t+T) met T de periode. Beschouw een fundamentele oplossings-
matrix Z(t) zoals gedefinieerd in de vorige vraag. Bewijs het theorema van
Floquet, namelijk dat Z(¢) kan worden uitgedrukt als

Z(t) = Q(t) exp(Bt),

waarbij )(¢) ook periodiek is met periode T en B een constante matrix is.(Gebaseerd
op Theorem 8.17)

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewijs. Als Z(t) een fundamentele oplossingsmatrix is, dan is Z(t+7T) dat ook, aangezien
het voldoet aan:

dz d

E(t) = %Z(t-f-T)
=At+T)Z(t+T)
= A(t)Z(t)

Door het vorig bewijs (Proposition 8.13) weten we dat er een constante matrix C' bestaat
zodat Z(t+T) = Z(t)C, gegeven door:

C=2Z'Z(t+T)

In(C) definiéren

Aangezien C inverteerbaar is, heeft het een logaritme, waarmee we B = %

zodat C' = eTP. Vervolgens kunnen we

definiéren en vinden we
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

8.7 Abel’s Formule (Remark 8.18)
Beschouw de tweede-orde scalairwaardige homogene differentiaalvergelijking
as(t)ii(t) + aq (t)a(t) + ao(t)u(t) =0,

en beschouw twee oplossingen u(t) en v(t). Als de Wronskiaan wordt gedefini-
eerd als 0 ()

u(t) v(t

W (t) = det (u(t) @(t)) :

toon dan Abel’s formule aan:

W(t) = W(to) exp (— /t: a(7) dT) |

as(T)

(Gebaseerd op Remark 8.18.)
Bewigs. Voor twee functies u; en us, wordt de Wronskiaan gegeven door
W (t) = uy(t)ta(t) — Uy ()ua(t).
Als beide functies voldoen aan de tweede-orde differentiaalvergelijking
as(t)ii(t) + aq (t)a(t) + ao(t)u(t) =0,
dan kan men vinden dat:
W (t) = wy ()iig(t) — iiq (t)ug(t)

Substitueert men vervolgens de tweede afgeleiden iy (t) en is(t) door de tweede-orde
differentiaalvergelijking te gaan omschrijven, dan kan men vinden dat:

Con o an(t) , : _a(t)
W (1) = = 225 ()ia(t) — ()] = = W)
Abel’s formule volgt dan door te integreren
d _ —1yi _a(t)
Eln(W(t)) =W(t)"W(t) = _ag(t)'
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8.8 Algemene oplossing voor eerste orde beginwaardeprobleem (Proposition 8.18.) (!)

8.8 Algemene oplossing voor eerste orde beginwaardeprobleem
(Proposition 8.18.) (!)

Beschouw het eerste-orde vectorwaardige beginwaardeprobleem

dz

— (6 =A@ +0(t), 2(0) =C.

Laat Z(t,ty) de principale fundamentele oplossingsmatrix van de homogene
differentiaalvergelijking zijn, i.e. voor elke ¢, is Z(t,t;) de fundamentele oplos-
singsmatrix die voldoet aan

dz

E(t, t()) - A(t)Z(t7 to),

met Z(to,t9) = I, de identiteitsmatrix. Verifieer dat de oplossing van het
beginwaardeprobleem wordt gegeven door

2(t) = Z(t,0)¢ + /Ot Z(t,s)b(s) ds,

waarbij je eventueel gebruik kunt maken van het feit dat

/fts (tt)+/:%ds.

(Gebaseerd op Proposition 8.18.)

LET OP: dit was een vraag op het theorie-examen, 1¢ zit academiejaar 2024-2025 !!

Bewigs. Voor de controle vult men simpel weg de oplossing in en maakt gebruikten van
de gegeven gelijkheid. Hieronder wordt uiteengedaan hoe deze oplossing opgesteld kan
worden, eerst beginnen we met

dz

—(B) = A®)z(t) +b(1),  2(0) =¢

te integreren van tijd 0 tot een arbitraire tijd t. Dit resulteert in:
R t
2(t) — (Kz)(t) =¢ +/ b(s)ds
0

Hierbij hebben we de integraaloperator K gebruikt, zoals gedefineerd in 8.2.1:

t b
(Kz)(t) = / A(s)z(s)ds = / K(t,s)z(s)ds

K<t75){ ()H(t = s)H(s —c), t=c

A(s)H(s —t)H(c —s), t<c

De oplossing van deze integraalvergelijking kan men krijgen door

A

1-K
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

te inverteren en op de tijdsafhankelijke vector

t»—)(:—i-/tb(s)ds
0

te laten inwerken. Men kan dit ook intuitief inzien als een soort Taylor expansie van
1/(1 — K), oftewel:

1-K)'= i K"
n=0

De inverse correspondeert exact met Z(t,0), zodat we vinden dat:

(1) = Z(t, O)C+§/Otdt1 /Otl dt2---/0t"1 dtn/otn ds A(t)A(ts) - -~ A(t,)b(s)

t +00

— Z(t,0)¢ + /0 dsS / Lty / Tty / T A A A() - A(t)b(s)

=0

= Z(t,0)¢ + /t Z(t,s)b(s) ds.
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8.9 Oplossingsruimte tweede-orde homogene randvoorwaardeprobleem (Subsection
8.3.1)

8.9 Oplossingsruimte tweede-orde homogene randvoorwaarde-
probleem (Subsection 8.3.1)

Gegeven een tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt als

. d? d
(Lu)(2) = ax(w) 75 (x) + a1 (2) = () + ap(w)u(z).
Beschouw de homogene differentiaalvergelijking ([:u)(a:) = 0 met gescheiden
homogene randvoorwaarden

uw(a) + au'(a) =0, u(b) + fu'(b) = 0.

Leg uit waarom de oplossingsruimte van dit volledig homogene randvoorwaar-
deprobleem ten hoogste één-dimensionaal kan zijn. (Gebaseerd op Subsection
8.3.1)

Bewigs. Voor gescheiden randvoorwaarden, de oplossingsruimte kan maximaal één-dimensionaal

zijn. Als voor twee lineair onafhankelijke fundamentele oplossingen wu; en us beide By [u] =
0 en B [ug] = 0 zouden voldoen, dan zouden beide vectoren [uy (a), u)(a)]” en [ug(a), uh(a)]”
in de kern van een twee dimensionale lineaire vorm zijn, die een dimensionaal is. Dus,
beide vectoren zouden lineair afhankelijk zijn, wat in tegenspraak is met u; en wuy die
lineair onathankelijke oplossing zijn, omdat dit geldig is op elk punt x, de Wronskiaan
W(z) = wi(z)uy(x) — ua(x)uy () # 0. O
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8 LINEAIRE DIFFERENTIAALOPERATOREN

8.10 Particuliere oplossing m.b.v. Greense functie

Gegeven de tweede-orde lineaire differentiaaloperator L die werkt als

(L)) = as(2) T3 + () 20 + ao(a)u(a).

Beschouw de inhomogene differentiaalvergelijking (Lu)(z) = f(z) met geschei-
den homogene randvoorwaarden u(a) + au'(a) = 0 en u(b) + fu/(b) = 0. Laat
uq(x) en wuy(r) twee oplossingen zijn van de homogene differentiaalvergelij-
king (Luy)(z) = 0 = (Luy)(z) die zo gekozen zijn dat u,(a) 4+ au/(a) = 0 en
up(b) + Buy(b) = 0. Neem aan dat u,(z) en uy(z) lineair onafhankelijke oplossin-
gen zijn, zodat

z) up(z ) 20

= det
ul () uy(x)

(56
1= [ s

Toon aan dat

[z oo
9@ V) = vl
W) Y '

een particuliere oplossing is van de inhomogene differentiaalvergelijking met

homogene randvoorwaarden.

Bewijs. Om na te gaan dat

b
uy(r) = / g(z,y) f(y) dy,

een oplossing is van de opgegeven differentiaal vergelijking:

(Eu)(r) = ax(e) 1 + aa() o+ ap()u(z).

kan men de oplossing invullen in de differentiaal vergelijking, dit geeft dan:

(Luy)(x /f (Lg)(z,y)dy

dg(x,y)

:/a f() [az(iﬂ)TJral(l’)%g;y)

+ao(z)g(w,y)| dy

De Greense werd zodanig geconstrueerd zodat (Lg)(z,y) = 6(z — y), dit kan men ook
inzien door de verschillende gevallen te beschouwen:

1. Geval 1: z <y

Uit de opgave weet men dat voor x < y, de Greense functie g(z,y) = %’ dan
volgt dat:
7 (ua(a:)w)@)) _ up(y) j}(ua(x))
ax(y)W(y))  az(y)W(y)

Men weet dat u,(), oplossing is van de homogene differentiaal vergelijking, (=
L(ug(x)) = 0) en dus volgt dat (Lg)(x,y) = 0 voor x < y.
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8.10 Particuliere oplossing m.b.v. Greense functie

2. Geval 2: z >y
Analoog als bovenstaande voor de tweede deel van de Greense functie.

3. Geval 3: z =y

Voor z — y~: L <Z;((§);§E )
(

Ua(y)up(x

Voor x — y* <a2(y)W( )
De sprong op x = y worden gegeven door:

Og(x,y™) _ 9g(x,y") _ ue(r)up(w) — ua(r)uy(e) 1

Oz or as(x)W (z)  ay(x)

Hierbij is 1/as(x), een normalisatie constante, zodat g(z,x) = 1.

Nu kan men dus inderdaad vinden door (Lg)(z,y) = d(z — 1), te stellen dat de opgegeven
oplossing inderdaad een oplossing is van inhomogene differentiaal vergelijking (Luys)(x) =

f(z).
(Lus)(x /f (Lg) wydy—/f (x —y)dy = f(x)
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9 FOURIERANALYSE EN DISTRIBUTIETHEORIE

9.1

Fourieranalyse en Distributietheorie

Eigenschappen van de fouriertransformatie (Subsection 9.1.1.)

. De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door

—+00

f(&) = fw)e <" da.

—00

—i2max

Toon aan dat, voor g(z) = f(z)e , we bekomen dat

)
9©) = f(€+a).

Bewiys.

99 = [ gwe i

o0

Waarbij g(z) = f(x)e ™ dus vinden we gemakkelijk wat we willen bewijzen.

/ f 7z27rax 7127r§zdx

/ f —127ra; §+a

= f(¢+a)
O

De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door
+oo

(&) = fw)e ™" da.

—00

Toon aan dat, voor ¢g(z) = f(x — a), we bekomen dat
§(€) = f(&)emm.
Bewijs. Als g(x) = f(x — a), dan is

9O = [ gla)e i

= /OO flz— a)e_ﬂmgdm

We substitueren t = x — a = dt =

/ f 71271’ t+a) fdt

— / f(t)e—i%raﬁe—i%rtﬁdt

— 6i27ra£/ f(t>€7i27rt§dt
We vinden dus wat we willen bewijzen

§(€) = f(&)eizmas
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9.1 Eigenschappen van de fouriertransformatie (Subsection 9.1.1.)

3. De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door
+oo

f&) = f(w)e " da.

Toon aan dat, voor g(z) = f(—x), we bekomen dat
§(6) = F(=9).

Bewijs. We weten dat g(z) = f(—z), dus vinden we

Q)

©= [ g

= / f(—x)e 2™ d.

We substitueren —z = v = —dx = du

= / - Fu)e 2™ (—du).

= / h Flu)e® € du.

We weten dat -
for = [ e

Dus is

fo = [ Faersau
En dit is exact wat we vonden voor g(§), dus

~

9(&) = (&)
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4. De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door

+o0

f&) = flw)e™ ™™ da.

Toon aan dat, voor g(z) = f (%), we bekomen dat
3(8) = lalf(ag).
Bewijs. We weten dat g(z) = f (f), dus

1= [ gwe >

[e. 9]

[y

o0

We substitueren voor £ =t = dx = |a| - dt (absolute waarde doordat a positief of

negatief kan zijn)
‘(Z|/ f —z?ﬂfat dt
= la|f(a

§)

We vinden dus wat we willen bewijzen

~

9(&) = lalf(ag)
O

5. De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door

—+00

fe=[  f@eear

—00

Toon aan dat, voor h(z) = (f x g)(z) = [= f(y)g(z — y) dy met f,g € L'(R)
en (zonder bewijs) ook h € L'(R), we vinden dat

h(€) = f(€)(€).

Bewigs. Dit volgt opnieuw uit een eenvoudige expliciete berekening, gebruikmakend
van de stelling van Fubini, die zegt dat de integratie volgorde mag omgedraaid

worden):
-/ ( / fla- y>g<y>dy) ey
( f(x—1y)g(y) e~ i2m€(z—y) ,—i2mEy dy) dr

( Je P d (g — y)) g(y)e ™ vdy

I
‘\\\

8

—0o0
o0

F(©)g(y)e vy

(&)

I
~n,
—
I
S~—
>
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9.1 Eigenschappen van de fouriertransformatie (Subsection 9.1.1.)

6. De Fouriertransformatie van een functie f(r) € L'(R) wordt gegeven door

+o0

f&) = f(w)e " da.

Wat is de Fouriertransformatie §(w) van de functie g(¢t) = f'(t) met f €
L'(R) zodanig dat lim, .1, f(z) =0 en f’ € L'(R)?(niet verbeterd)

Bewijs. We weten dat g(t) = f’(t), dus is

N 1 > —iwt
i) = = / (e

1 > ! —wt
v L

We gebruiken partiéle integratie met u = e~ en dv = f'(t)

— \/% ([ ft)e ™= — /_ : f)(—iwt)e ™" dt)

Waarvoor lim f(t) =0, dus
t—=+o0

= iw /00 f(t)e “tdt

o

o~

= iwf(w)

We vinden een expressie voor g(¢), namelijk

g(w) = iwf(w)
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9.2 Implicaties van de Parsevalrelatie voor de Fourier-operator
F (Subsection 9.1.2)

Gegeven de (Plancherel)-Fouriertransformatie van een functie f(z) € L'(R) N
L*(R)

“+00

F&) =(FFE = f(z)e e dy,

Wat leert de Parsevalrelatie

/_:o ’ daz/:o\f(x)\?dx

£

(zonder bewijs) u over de aard van de Plancherel-Fourier-operator F7(Gebaseerd
op Subsection 9.1.2)

Bewigs. De Parsevalrelatie impliceert dat F' een isometrische operator is (FTF = 1. Er
geldt namelijk:

Met andere woorden, de 2-norm van f blijft behouden na toepassing van de opera-
tor F'. Echter, op dezelfde manier kunnen we ook aantonen dat F'T ook isometrisch is

(‘ FTf(f)HQ = Hf(g) ‘2 voor alle f(£) € L2(R)). We krijgen dus ook dat FF! = 1,

waardoor FT = F~1. We kunnen dus concluderen dat £ een unitaire operator moet
zijn. [
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9.3 Afleiding uit de karakteristieke functie voor genormaliseerde Gaussische distributie
(Subsection 9.1.3)

9.3 Afleiding uit de karakteristieke functie voor genormaliseerde
Gaussische distributie (Subsection 9.1.3)

Gegeven de genormaliseerde Gaussische distributie met gemiddelde i en stan-
daardafwijking o
1 (v — M)2]

exp |—
V2ro p{ 202

Toon aan de karakteristieke functie

fuo(x) =

+o0 T — 2
bo(€) = (exp(-i2neX)) = i [ e [ima - C o

voldoet aan
10g(¢p0(§)) = —i2mép — (27€)%0”.
(Gebaseerd op Subsection 9.1.3)
Bewigs. Om het gevraagde aan te tonen moet men de In( ) van de uitdrukking voor ¢,

vinden, dit doet men door eerste de integraal uit de gegeven uitdrukking voor ¢,, ,, uit te
rekenen, om te schrijven naar een makkelijk op te lossen, differentiaalvergelijking.

(&) = = / +OO exp {—i%gw _ (5'3__5)2 do

2mo J_oo 20
d 1 oo omen_ o=
= — (Puo(§)) = —i27z) e T dy
@ == [ (2w

Men kan afleiden uit de kettingregel dat het integrandum kan herschreven worden als:

L [—1%5 -eon )} ionte o

dx o2
x— 2 . r— 2 . T— 2 . o 2
D e = S e
o? dz o2
. Lo (@ew)? d _. _(@—p)? . i (@—p)? _ _(@—p)?
— (—127T$) e 2mfr—"F5— _ 1271’02 |:d_(e 27gr— -y )+127Tf€ 2rfr— - %6 i2mr—t
T o

De integraal kan opgesplitst worden in drie kleinere integralen:

(z—p)?
2

127;; f:r;o %(e—i%@_ 202 )dr =0

. . . _ (z— )2

i2n0” [+ jomge T 5 dy = _4\7;2;%0 V21010 (8)
2702 [+oo — ionga— W)’ —pi2m

127;;0 f_;o U_gge 2rér—"——5 dr = % 2ﬂ-0-(plj/70'(§)

Dit leidt dus to een uitdrukking voor d% (Puo(€)), van:

d

7 (Pue(§)) = (—47°0°€ = 2mip) 0,4 (€)
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De oplossing van deze bekomen differentiaalvergelijking moet een exponentiéle vorm heb-
ben en er kan logischerwijze ingezien worden een oplossing van deze differentiaalvergelij-

king gegeven wordt door:

Puo(€) = exp(—dno?¢ — 2mip)
=  In(pu.(&)) = —An?0?¢ — 2mip

118



9.4 Centraal limiet theorema (Subsection 9.1.3)

9.4 Centraal limiet theorema (Subsection 9.1.3)

Gegegeven n onafhankelijke stochastische variabelen Xi, Xs,..., X,, met iden-
tieke probabiliteitsdistributie fi(z) = fo(x) = ... = f,(z) waarvan de bijbeho-
rende karakteristieke functie ¢;(¢) voldoet aan (eveneens onafhankelijk van

i): )

6i(6) = p(—i2m€) + - (—i2me)? + T (—i2me)’ + O(").

Toon aan dat de karakteristieke functie van de probabiliteitsdistributie van de
nieuwe stochastische variabele

1 n

voldoet aan
g (0(6)) = (-izn€) + T izme 4 0 (£

(Gebaseerd op Subsection 9.1.3)

Bewijs. Uit het gegeven weet men dat de stochastische variabelen, X, Xo, ..., X,, met hun
respectievelijke probabiliteit verdeling, fi(x), fa(x), ..., fn(x) en dus weet men ook dat hun
@i (&), dezelfde moeten zijn, aangezien de f;(z), voor alle variabelen dezelfde verdelingen
is, met eenzelfde p en o (dit hoeft niet per se een Gaussische/Normaalverdeling te zijn),
hierbij is In(p;(€)), gegeven door:

0'2 K3

Inpi(6)) = p(—i2n€) + T-(—i2ne)? + 22(—izme)* + O(¢)

Definieert men nu een nieuwe stochastische variabele X = % Y7 X, als zijnde het gemid-
delde van stochastische variabelen, dan wordt zijn karakteristicke vergelijking gegeven
door:

ox (&) =< 72X > = /dxl/de /d%@_i%gm”ﬁ eI f (@) fa(@) s fal@)
= ox,(§/n)ex,(€/n) .. ox,(E/n) = (p(§/n))"

Neemt men dan nu de In( ), van de gevonden uitdrukking hierboven en vult men de
gegeven uitdrukking voor een In(¢p;), dan vindt men het gevraagde, namelijk:

In(px(€)) = nin(p(¢/n))
=n [u (—i27r%> +

= p(—i2n) — 2 (

| 9,

n

(—127r§>2 +0(&%)

)252 + O /n?)

s

n
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9.5 Distributionele afgeleide van de Heaviside-distributie (Example
9.11, 9.12, 9.13)

Beschouw de verschoven Heaviside-distributie H,[¢] = f:oo ¢(x)dr. Toon aan
dat de distributionele afgeleide voldoet aan

H] =6,, met d,[¢] = p(a) de verschoven Diracdistributie.

(Gebaseeerd op Example 9.11, 9.12, 9.13)

Bewijs. De distributionele afgeleide H! wordt gedefinieerd door (volgens definitie 9.14):
Hilpl = —Ha[¢'],
waarbij ¢’ de gewone afgeleide van ¢ is. Vervang de uitdrukking voor H,[¢']:
+0o0
H,[¢'] = / ¢'(z) dz.

Gebruik nu de eigenschap van de integraal van een afgeleide:

| s =@

Omdat ¢(x) = 0 voor x — 400 (testfuncties hebben compacte drager en zijn dus nul
buiten een bepaald interval), wordt dit:

+oo
| =
Substitueer dit resultaat in de definitie van H:

H, o] = — (=¢(a)) = ¢(a).

De verschoven Dirac-distributie §, wordt gedefinieerd als volgens example 9.9):

Uit bovenstaande volgt:
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9.6 Fourierreekscoéfficiénten en de zaagtand functie

9.6 Fourierreekscoéfficiénten en de zaagtand functie

Gegeven de zogenaamde zaagtandfunctie, gegeven door de periodieke uitbrei-
ding van f:[0,27r) > R: 2 +— z — 7, i.e. de functie die gegeven wordt door

flx)=2—m—27 {;J =zr—7m—2mn alsz€[2mn,2r(n+1)) met n € Z
7r

=(x—m)+ Z 2nH(2mn — x) —ZQ?TH(ZE—27TH).

n=-—00 n=1
. wer e ; 2 i . .
Bereken de Fourierreekscoéfficiénten f, = \/%7 Iy f(x)e ** dz uit de Fourier-

reeks
1 2 ;o
r) = — e
fla) = —= k:ZOO fr

en gebruik dit resultaat en het resultaat uit de vorige vraag om aan te tonen

dat
“+o0o
Z ekt = 27?25(3: — 27n).

k=—00 ne”

Bewijs. De periodiciteit van de functie f () maakt het mogelijk om de Fouriercoéfficiénten
fr te berekenen door enkel over één periode van f(z) te integreren. Omdat de functie
zich op regelmatige wijze herhaalt, geldt:

4

/27r f(x)e * dy = ' flx)e *de = ...
0 2

™

Het integreren over één interval van lengte L = 27 is dus voldoende om alle Fou-
riercoéfficiénten fk te bepalen. De periodiciteit zorgt ervoor dat dit interval alle nood-
zakelijke informatie bevat. Met andere woorden: aangezien f(x) periodiek is, is ook fk
periodiek over hetzelfde interval. De Fouriercoéfficiénten worden dus gemakkelijk bepaald

als:
R 1 2 "
= —— z—me “dx

Dit heeft dan als oplossingen dat:

foo = g=llx—m2) =0

P 1 (w=me= %1% 1 (2 i _ _Veor
fe _\/_27([7]0 TxJo € dx)__ik

Hiermee kunnen we dan vinden dat de Fourierreeks gegeven wordt door:

eikx

f@) =3~
keZ
k#£0

We hebben nu twee representaties van f(z). Als we f(z) afleiden, kunnen de afgeleiden
van deze twee representaties met elkaar vergeleken worden. Hierbij gaan we gebruik maken
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van het vorige bewijs, dat inhield dat H/[p] = d,[¢] voor een willekuerige testfunctie (.
Door af te leiden, vinden we:

n=-—o0o n=1

f(z) = % <(:c —7) + Z 2nH (2mn — ) — ZZTI'H(.T - 27rn))

0 ~+o00
=1+ Z 2rH'(27mn — x) — ZZWH'(JE — 2mn)

n=-—o00 n=1
0 +o0
=1+ Z 2rH'[—¢] —ZQWH/[@} (p =z — 2nm)
n=-—00 n=1
0 +o0
=1- Y 2ndfg] - > 2mbly]
n=—00 n=1

0 +00
=1- Z 216(x — 2mn) — 227T5<$ — 27n)
n=1

n=—0oo

=1- ZQW5($ — 271n)

nez

d e
r@=a 2%

keZ
k#0

- Z cike
keZ
k0
Nu kunnen we ze aan elkaar gelijkstellen om te zien dat:

Zeikz =—1+ ZQW{S(m — 27n)

keZ nez
k40

We kunnen ook makkelijk berekenen dat ¢*** =1 (voor k = 0). Hierdoor kunnen we het
nog een laatste keer herschrijven naar:

Z etk —= Z 21 (x — 27n).

kEZ ne”L

Dit is precies hetgeen dat we wouden bewijzen. O
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9.7 Sokhotski-Plemelj (Theorem 9.15)

9.7 Sokhotski-Plemelj (Theorem 9.15)

Gebruik het resultaat uit vraag 10, en het feit dat de distributionele afgeleide
van de reguliere distributie 7 geassocieerd aan f(z) = log(|z|) gegeven wordt
door

om de Sokhotsky-Plemelj-formule aan te tonen:

1
=P.v. ~F imo(x).

(Gebaseerd op Theorem 9.15)

Bewijs. Men weet dat de distributionele afgeleide van de reguliere distributie 7%, geasso-
cieerd aan f(x) = log(|z]), wordt gegeven door T} = Puvl en de distributionele afgeleide
van de verschoven Heaviside distributie voldoet aan H] = 4,

Als we de complexe logaritme functie beschouwen valt ons op dat dit een meerwaardige
functie is (in het complexe vlak). Daarom gaan we enkel kijken naar de hoofdtak (” princi-
pal branch”) (zie wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_branch) van
deze functie zodat deze injectief wordt. Deze functie is gedefinieerd voor alle z € C\ R«
(alle complexe getallen behalve de negatieve reéle getallen). Er geldt dus:

z=re? (87)
met r = |z| € [0,400) en met ¢ = arg(z) € (—m,+m). De functie wordt voorgesteld als:
log(z) = log(r) +i¢ (88)

We beschouwen nu een complex getal z = z £ is met v € Ryy,s € Ry Er geldt
vervolgens:
lim log(x £ is) = lim+(109(\x +is|) +i-arg(x £1is)) (89)
s—0

s—07t
In deze limiet zal lim,_,o+(log(|z £ is|) = log(|x|). Voor de tweede term hebben we drie
mogelijkheden: als > 0 dan zal lim, o+ arg(x £ is)) = 0, als < 0 en we hebben +is
dan zal limg ,o+ arg(z +is)) = m, als x < 0 en we hebben —is dan zal limg ,o+ arg(x —
is)) = —m. Nu kunnen we de uitdrukking vereenvoudigen door gebruik te maken van de
Heaviside-functie:

mea={ o

Nu combineren we en [O0k
lim log(z £is) = log(|z|) £ irH(—x) (91)

s—0t

Dan vinden we de gezochte uitdrukking uit de afgeleide:

1
lim [ +is) = i
Jim log(x £ 1s)" = lim (———)
= (log(|z|) £ imH(—x))’ (92)

= Pvl +imd(x)
T
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9.8 Fouriertranformatie van de heaviside-distributie (Example

9.24)
Gebruik het resultaat uit de vorige vraag om aan te tonen dat de distributi-
onele Fouriertransformatie H van de Heaviside-distributie H[¢] = 0+°° o(z) dx

gegeven wordt door

f(e) = —%P.v. % 4 %5(@.

(Gebaseerd op Example 9.24)

Bewigs. Voor dit bewijs maakt men gebruik van het voorgaande bewijs, namelijk de
Sokhotsky-Plemelj formule:

: 1 .
Slilr(r)lJr P Pv - +imd(x). (93)

We starten met H te regulariseren (schrijven in een betere beheersbare versie):

H = lim e *"H(x) (94)

s—07F

met H(x):

N

Vervolgens bepalen we de distributionele Fouriertransformatie van de Heaviside-distributie:

“+oo
H(§) = Sligi e H(x)e 2™ dy
+0o0 ]
= lim e~ (2T [ (1) da
s—=0t ) _ o
0 +o00 )
= lim e~ T2 [ (1) da 4+ lim e~ O [T (1) do
s—=0t ) _ o s—=0t Jj
+o0 ]
= lim e~ (ST (96)
s—0t 0
; 1 [ u}—oo
= lim —— e
so0t (s +i2m€) " O
) 1
= lim ——
s—0t (s +127E)
1 1 1
=—ilim —— = —P’U + w6 (27E) = —PU + 5(5)

s—0t (2m€ —is) 2w & 2r &
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