Evaluatie Algebra, 2¢ Kand. Wiskunde

14 november 1995

Priemelementen a + bi in Z[), met a® + b* < 1000



Theorie

1. Zij R een ring, I, J idealen in R.

a) Definieer de idealen 1+ J,1J.

Schrijf een algemeen element op uit elk van deze idealen.

b) Zij N =.{d € Rla is een nuldeler} U {0}.

7ij a € N dan is elk veelvoud ab, met b € R, ook een element van N.
Namelijk, neemr € R,r # O zodat ra =0 dan volgt r(ab) = (ra)b=10.
Dit impliceert dat ab = 0 of dat ab een nuldeler is. I

N is eveneens gesloten onder optelling. Stel c, de N, kiesr,s € R,

r # 0 en s # 0 zodat rc =0 en sd = 0. Dan geldt

rs(c+d) = src+rsd =0.

Dus ook ¢+ d is nul of een nuldeler. We besluiten dat N een ideaal is
in R. Toon met een tegenvoorbeeld aan dat dit besluit fout !’
Waar loopt de redenering mis? :

2. Zij R een ring en I een ideaal in R.

a) Definieer de quotiéntring R/I en formuleer de isomorfie stelling.

b) Zij ¢ : R — S een surjectief ringmorfisme.

Stel kerp C I.
Toon aan dat ¢~ (p(I)) = I.

¢) Beschouw voor idealen J en J in R de canonische surjecties

| I R — R/I

7y R— R/J
Dan bestaat er een uniek morfisme

n:R/J— R[]

zodat
o momy =TI

als en slechts als ...
Vul aan en verklaar!



Oefeﬂingen
1. Factorizeer het polynoom
X+ X+ X+ X -X -1
in irreduciébéle‘factoren respectievelijk over de velden
. . 'Q,F,F3en Fu.
(F4 is het veld met 4 elementen gedefinieerd in 1.1.14 punt 1).

2. Bepaal r,s € R zodat -
ra + sb = ggd(a, b)

met
J 2) a=10, b= (2+8)(3+2), R=12[] j
\J b) a=1456, =235, R=1.
3. a) Bepaal Z[-l—'b,éz]'
b) Is 2 een irreducibel element in Z[:/=T)7
Is 3 een irreducibel element in Z[1—+31,Ez]? ' ,
c) Zij a,b € Z. Toon aan dat alle deelringen Zla + /7] C Z[‘—'b{"_—z]
hetzelfde breukenveld hebben als Z[l—'-"%z]

? 4. 7ij R = {f|f : R — R} de ring van functies met puntsgewijze optelling en
vermenigvuldiging.

>
a) Beschrijf de maximale idealen in R.

b) Bepaal R/M,M een maximaal ideaal in R.

c) Beschrijf de canonische surjectie

R — R/M.
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Theorie

«* 1. Bepaal alle deelringen van het eindig veld Fyn, p priem.
(Niet steunen op stelling 1.15.6, gebruik de produktformule in plaats van

lemma. 1.15.5)
. 2. a)ZijReenUFD: Toon aan dat elk element in R[X] een produkt is van
“ priemelementen.
¢ b) Geef een voorbeeld van een niet Noethers UrDp.K [ Xa /~ DR SRR l .
‘ Lyunickrg, s
< 3. Zij A een eindig voortgebrachte K-algebra en ¢ een K-homomorfisme (i.e.
(P/ K =idg ))

p: A— K[X],
zodat X € Imep.

- i
a) Toon aan dat A niet algebraisch is over K.

b) Toon aan dat A een deelalgebra B bevat zodat
¢/B:B > K[X]

een isomorfisme is.

Oefeningen
1. a) Toon aan dat f(X): X%+ X +1 irreducibel is over Fj.
b) Zij a € F§ een wortel van f(X) dan is

Fz[a] = F15
7‘ A

c) Toon aan dat er een element 3 € {1, ¢, o, &®} bestaat zodat
TB)=B+B+p"+ 5 =1.
73,3 ’

Bepaal dit element. &

d) Bepaal de wortels van

X+ aX?+1



. 2L (X)), 9(X) en h(X) irreducibele polynomen over Q met
deg f(z) = p’,deg g(X) = ¢* en degh(X) = 1"

waarbij p, g, verschillende priemgetallen zijn. -

Bepaal [Q(a ﬂ) Q] [Q(C! ﬁ)’)') Q(a)] €n [Q(a ﬁ:'Y) Q]

.3. Zij d éen kwadraatvrij getal. Alle getallen in Z[w,] (w4 zoals gedefinieerd |

in oefening 1.6.9.) zijn in het complexe vlak construeerbaar met passer en
liniaal.

. Bepaal het minimaal polynoom van de volgende algebraische getallen :

a) /5 over Q
b) ¥/3 + 1 over Q en over Q(i)
¢) V/5.4/2 over Q.

a) Hoeveel deelvelden in Q° bestaan er die isomorf zijn met Q(v/3).

s f

- b) Zij a een algebraisch element over Q. Toon aan dat het aantal deel-
velden van Q(a) eindig is.



Examen Algebra 1. Februari 1996

I. THEORIE

1. Zij R een uniek factorisatie domein, p een priemelement van R. Zij f(X) € R[X],

n-1
fX)=X"+) aXt,

=0
met a; = 0 mod p. Als £(X) = g(X)h(X), 9(X), h(X) € R[X], dan is
d-1 . '
9(X) = X4 + Zb.-X', met b; =0 mod p
. =0
en -
J-1 .
h(X)= X+ Ec.-X", met ¢; = 0 mod p.
i=0 4 ¢
Bewijs dit! ‘

2. Toon aan dat twee eindige velden met hetzelfde aantal elementen isomorf zijn.

3. Zij K een veld en K[a, ] een K-algebra. Zij

o: Kla,f] — K[X]
a = X
B — X"+ 0 aiX (met n>0)

eeh injectief K-morfisme van K[, §] naar de veeltermring K[X]. Toon aan dat
a) {a, B} een algebraisch afhankelijke verzameling is.
b) « transcendent is over K.
¢) B transcendent is over K.
d) « algebraisch is over K(f).

e) B algebraisch is over K(a).

II. OEFENINGEN

¢ @. Bereken in Z[i] de voortbrenger van het ideaal

Z[i)(1+ 34) + ZEG3 + 30).

é. Factoriseer X* 4+ X3 4+ X2 4+ X + 1 over ;\sz‘, F4 en over Fg.

&:6. Zij f(X) een irreducibel polynoom over een veld K van karakteristiek nul. Stel @ € K° is een
wortel van f en er bestaat een b € K zodat K (vb) C K(a). Toon aan dat

a) deg f(X) even is.
b) f(X) = g(X)? + bh(X)?, met g(X), h(X) € K[X].
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‘ Factoriseer de volgende veeltermen:

o a) X*—X?—1 over Q.
0iLb) X®— X3 —1 over Fa.

%{‘ Bepaal de wortels van de veelterm
/
X+ X+
in F§. Hierbij is 8 € F§ zodat 82 + 8+ 1 = 0. ¢ 4
7~ Toon aan dat de niet nul priemidealen in de ring Z[\/d] met d een kwadraatvrij geheel
getal, maximale idealen zijn.
5

4. Voor welke priemgetallen in Z is X™ — p zéker irreducibel in Z[y/~5].

Zij Reen ring en I een ideaal in R dat maximaal is in de verzameling van alle niet-
hoofdidealen. Toon aan dat I een priemideaal is.
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Zijn de volgende uitspraken (6-11) juist of fout? (Argumenteer uw antwoord.)
u\Lﬁ)AHe maximale idealen in een ring zijn priem. ,é/u;a‘r -

7. Als I en J twee comaximale idealen zijn in een ring R, dan zijn I™ en J™ ook comaximaal
in R. "

” De verzameling van de niet eenheden in een ring vormt een ideaal. am" : @

o(«@ Het splijtveld van een eindige verzameling veeltermen over een veld K , i1s een eindige

uitbreiding van K. p b

Zij 0 : K — K een automorfisme van velden. Zij f(X) = Y a; X' € K[X] een
Jirreducibele veelterm over K. Definieer o(f)(X) = ¥ o(a;) X € K [X]. Dan is het aantal
verschillende wortels van ¢(f)(X) in de algebraische sluiting van K gelijk aan het aantal
verschillende wortels van f(X) in de algebraische sluiting van K. d'wv'@\’

11. Als a € C een wortel is van een : Meherm 9(X) € Z[X], dan §s de monische
minimaal veelterm van «, fo(X), ook eei-veelterm over Z, i.e. fo(X) € Z[X].
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