Evaluatie algebra, 12 november 1996.

Zijn de volgende uitspraken (1-5) juist of fout? (Argumenteer uw antwoord.)

1. H,I.J idealen in R. Dan is
HNn(I+J)=(HNI)+ (HNJ).

Niet waar. In de veeltermenring Q[X,Y], is (X)N (X - YY)+ (X +Y)) = (X) maar
XgX)N(X -+ (X)N(X+Y)=(X?-XY)+ (X?+ XY).

2. Zij R een Noethers domein waarin elk ideaal dat voortgebracht is door 2 elementen een

hoofdideaal is. Dan is R een HID.

Waas. Elk ideaal is eindig voortgebracht omdat de ring Noethers is. Met induktie volgt
dan uit de andere voorwaarde dat alle idealen eindig voortgebracht zijn.

3. Zij .o : C — C een ringmorfisme en a € C een algebraisch element over Q dan is o(a)
ook algebraisch over Q.

Waar. Zij ¥ a;a* = 0 met a; € Q. Dan is 0 = o(T a;0')) = ¥ o(a:)o(a) = T a;0(a?). De
eerste gelijkheid vermits o een morfisme is en de tweede gelijkheid vermits elk morfisme op
Q gelijk is aan de identiteit. We vinden zelfs dat o(a) een wortel is van dezelfde veeltermen
waarvan o een wortel is.

4. Elk rationaal getal a € Q is algebraisch over Z.
Waar. Zij ¢ € Q dan is § een wortel van bX — a.

5. Zij f(X) een irreducibele veelterm over Q en a,b € C wortels van f(X).

a) Dan is Q[a] een veld.
b) Dan is Q[a] = Q[b].

Beide waar. Q[a] = Q[b] = Q[X]/(f(X)). Het laatste is een veld vermits f(X) irreducibel
is en elke irreducibele veelterm een mazimaal ideaal in Q[X] voortbrengt.

Opmerking. Als f(X) niet irreducibel is, is Q[a] nog steeds een veld (a is ook de wortel
van een irreducibele veelterm) maar Q[a] % Q[b]. Voorbeeld f(X) = (X — 1)(X? + 1),

Q1 2 Qf.
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6. Zijna=1-7i € Z[{] en b = 2 — 2i € Z[i]. Bepaal ggd(a,b) en s,t € Z[i] zodat
ggd(a,b) = sa + tb. (Recursie gebruiken)
Enkele stappen uit de berekening: ¢; = 1,¢0 =0,d; =0,dy = 1

1-7i _ (1=Ti)(2+2i) __ 4-3i
=21 T (2-21)(2+29) 3 -

Ga na op een tekening dat voor het quotient q € Z[t}, 2 —1 (of 2—2i) kan gekozen worden.

Dan is
1-Ti=(2-2))g+7=(2—2)(2 1)+ (=1 ~9).

rm=c—qdi=1ro=c—qdy=~2+41

Stelnucy=d; =0,c0=do=1,dy =1 =1,dy =19 = =2 +1.

Vermits 2 — 21 deelbaar is door —1 — i volgt ggd(1 — 74,2 — 2i) = —1 —1 en
co(1 = Ti) + da(2— 20) = 1+ (1 = 7) + (=2 +4)(2 — 2) = —1 — 1.

7. F;::oriseer X4 +2X3+ X% +1 over Fs.

Enkele stappen uit de berekening:

Zij f(X)=X*+2X3+ X+ 1. Vermits f(1) =5=0 en f(=2) =5 =0 volgt

X' 42X+ X2+ 1= (X = 1)(X +2)(X?+aX +b).
De coéfficiénten in het linkerlid vergelijken met deze in het rechterlid geeft:

a+1=2
b—24a=1
—2a+b=0
-2b=1

Hieruit vindt mena =1 en b= 2. Dus

X442XP+ X204+ 1= (X - 1)(X +2)(X2+ X +2).

8. Zij Reenringen I, Iy, Iy, ..., I, idealen in R. Zij Rad(I) = {r € Rjr™ € I voor een n >
0} het radikaal van I.

a) Toon aan dat:

i) Rad(Rad(J)) = Rad({).
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11) Rad(11[2 s In) =z Rad(ﬂ_;?:llj) = ﬂs?:lRad(Ij).

iii) Rad(/™) = Rad(J).
b) Stel J C Rad([) is een eindig voortgebracht ideaal in R. Bewijs dan dat er een n > 0
bestaat zodat J™ C I.

i) Zij a € Rad(I) wit Rad(Rad(I)) = {r € R|r"™ € Rad(I)} volgt dan onmiddellijk Rad(I) C
Rad(Rad(I)).

Zij a € Rad(Rad(I)), dan is a™ € Rad(I) voor eenn € N en dus (a™)™ € I voor een m € N.
Dus a™™ € I, wat betekent dat a € Rad(I).

) I -+ In C NG, 1;. Uit de definite van het radikaal volgt Rad(I1I3--- I,) C Rad(N_,I;).

Zij nu a € Rad(N}_,1;) dan is er een getal m zodat a™ € N}_;I;. Dus a™ € I; voor alle
J=1,...,n. Dit impliceert dat a™" € I - - - I,. Dus Rad(N}_,I;) C Rad(l Ly --- I).

Zij a € Rad(N7_,I;) dan is a™ € N}_,I; voor zekere m. Dus a™ € I; voor alle j. Dit
impliceert a € Rad(I;) voor alle j. Hieruit volgt de inclusie Rad(N}_,1;) C N}, Rad(I;).

Zij a € N}, Rad(I;) dan is a € Rad(I;) voor alle j. Er is dus een getal m; zodat a™ € I,
voor alle j. Dan volgt dat ™™ € N}_,I;. Dit impliceert a € Rad(N%_,1;). Dit bewijst
de andere inclusie.

i) Volgt wit punt ) met I; = I voor alle j.

b) Bew: J = Rr1+-+-+ Rzn. Dan is J* voortgebracht door alle “monomen” van graad n
inITy,...,Tm. Wegens J C Rad(I), bestaat er voor allei=1,...,m een n; zodat el
Neem nun =372, n;. Dan is

m
J" voortgebracht door de monomen x} ---x;m met Y iy =n=n;+- -+ npy.

j=1
Neem zulk een voortbrenger 3! - - zim. Dan is er een j € {1,...,m} zodat t; 2> n;. Dus
bolgim o Mg T
Ty} T =z (T T ) €l

Vermits elke voortbrenger van J™ een element is uit I, volgt J™ C 1I.

9. Zij R eenring en I een ideaal in R. Zij M een eindig voortgebracht R-moduul. Zij, per
definitie, IM de verzameling van alle eindige sommen van elementen, am, met a € [ en
me M.

a) Toon aan dat IM een deelmoduul is van M.

b) Toon aan dat als I bevat is in alle maximale idealen van R, uit IM = M volgt dat
M =0.
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Evaluatie algebra, 17 december 1996.

1. Beschrijf schematisch alle deelvelden van

2. Factoriseer de volgende veeltermen:

a) X®~ X —1 over Fs.
b) X4 — X3 —4X2— 6X + 10 over Z.

¢) X*+ (249X + 5 over Z[3].

HINT: MAAK GEBRUIK VAN DE IRREDUCIBILITEITS CRITERIA, BLZ. 147.
3. Zij o € C een wortel van X* + (2 4+4)X + 5. Bepaal de minimaal veelterm van o over
Q.
4. Bepaal de wortels van de veelterm
BX?+ 52X + °
in F§. Hierbij is § € F§ zodat 8* + 3+ 1=0.

5. Karakteriseer de priemgetallen p € Z die ook priemelementen zijn in de ring van gehelen
van de imaginair kwadratische uitbreiding Q[/=6].

6. Karakteriseer alle priemgetallen in Z van de vorm a? + 26 met a,b € Z.

Zijn de volgende uitspraken (7-14) juist of fout? (Argumenteer uw antwoord.)

7. Zij L/K een eindige uitbreiding en X' C L C M een toren van velduitbreidingen. Een
element a € M dat algebraisch is over L is ook algebraisch over K.

8. Zij o € K* een-algebraisch element over een veld K. Zij K C L een velduitbreiding.

a) De minimaal veelterm fq x(X) van a over K is een veelvoud van de minimaalveelterm
Ga.r(X) van « over L.



b) fax(X) en go.r(X) zoals in a). Dan is deg fa.x(X) > ga.2(X).

9. Zij f(X) een irreducibele veelterm over een veld K en g(X) een willekeurige veelterm
over K zodat f(X) en g(X) een wortel o € K® gemeen hebben. Dan zijn alle wortels van
f(X) ook wortels van g(X).

10. Zij f(X) een primitieve veelterm over Z (i.e. cont(f(X)) = 1). Dan is f(X) irreducibel
over Z als en slechts als f(X) irreducibel is over Q.

11. Zij R een ring en I een ideaal in R.

a) Als I het produkt is van verschillende maximale idealen in R, dan is R/I isomorf
met het direkt produkt van velden.

b) Zelfde bewering maar nu met I het produkt van maximale idealen. (Dus het woord
“veschillende” weglaten.) ¢

12. Een velduitbreiding is algebraisch als en slecht als het een eindige uitbreiding is.
13.
a) Zij 0 : K — K een automorfisme van velden. Zij f(X) = S ;X' € K [X] een

irreducibele veelterm over K. Definieer o(f)(X) = T o(a;) Xt € K [X]. Dan is
o(f)(X) ook irreducibel over K.

b) Zijo : K — L een morfisme van velden. Zij f(X) = S ¢; X% € K[X] een irreducibele
veelterm over K. Definieer o(f)(X) = Y o(a;)X? € L[X]. Dan is o(f)(X) ook
irreducibel over L.

14. Zij f(X) € Fp[X] een irreducibele veelterm met deg f(X) = 4 en 9(X) € F,[X] een
willekeurige veelterm met degg(X) = 2. Zij a € I, een wortel van f(X) en 8 € F7 een
wortel van g(X). Dan geldt

B € Fp(a).



Evaluatie algebra, 17 december 1996,

1. Beschrijf schematisch alle deelvelden van

N—v _H.am_w
_vv m“o“.—....

Voor elk: priem getal p geldt (structuur stelling van de eindige velden):

Fpue
YEEERN
Fp Fpe
I~
Fp F o
~ 7
F,

Factoriseer de volgende veeltermen:

a) X%~ X —1 over Fy.
De veelterm is irreducibel vermits er geen wortels zijn in .
b) X — X% - 4X? — 6X + 10 over Z.

(X = 1)(X? —4X = 10), de derde graads factor is irreducible vermits modulo 3 we de
veelterin X3 ~ X — 1 bekomen,

¢) XY+ (248X +5 over Z[i].
Deze veelterm is irreducibel vanwege het criterium van Eisenstein, 5 = 2+a2-19).
Verder zijn (2 = i) en (2 + i) verschillende priemen in Z[i).
3. Zij a € C een wortel van X* + (2 +§)X + 5. Bepaal de minimaal veelterm van a over
Q.

De minimaal veelterm van « over Q is van graad 8. Dit volgt uit oefening 11 en de produkt
formule. Dus

(NP (24 DN +5)(N -+ (2= )X +5) = X2+ 4X% + 10X + 5X2 4+ 20X + 25

is de minimaal veellerin van «.

4. Bepaal de wortels van de veelterm

BX? + 32X + 3°
in F3. Hierbij is 8 € F§ zodat 3 + 8+1=0.
3 wegdelen geeft de vergelijhing:

X* 48X + 5.
Transformeren via X = 3Y geeft
YI4Y + 52

Het spoor van 2 is nul, dus er is een wortel in Fy. Vermits 1 spoor 1 heeft, bekomen we

met de formule voor de wortels : B en 8' + 1. De oplossingen van de ourspronkelyhe
vergelijking zijn dan P =+ 0+ 1 en 35+ f= 52+ 1.

. Karakteriseer de priemgetallen p € Z die ook priemelementen zijn in de ring van gehelen
-an de imaginair kwadratische uitbreiding Q(v/=0).

p € Z is priem in Z[VV=0G] dan en slechts dan als

ZIV=6)/(p) = FLX]/(X? + 6)

een domein is. Dus als en slechts als ~6 geen kwadraatrest is Ee&ie p, Le A 6) = .
Voor p =2 en p =3 is 0 een tweevoudige wortel in F,. Voor PF2enp#£3 EE?: we
met de wederkerigheidswet:

() =-1

dan en slechts dan als
pEX3mod8enp=1mod3

of
p=*1mod8enp=—1mod3.

Met behulp van de chinese reststelling vinden we dat p een priemelement is in Z(\/=6) als
en slechts als

= 13,17, 19,23 mod 24.

6. Karakteriseer alle priemgetallen in Z van de vorm o + 2% met a,b € Z

Een priemgetal p is van de vorm a?+2% als en slecht als p factoriseert in Z[V=9), namelijk
p= (e +bv/-2)(a - by/-2).

Bu. 2=0+2-1. We zoehen dus nog de oneven priemen p waarvoor A = 1. Dt yeldt
als en slecht als

p=1,3 mod8.



Zijn de volgende uitspraken (1-5) juist of fout? (Argumenteer uw antwoord.)

Zij K € L cen eindige nitbreiding en £ C L C Af een toren van velduitbreidingen, Een
element a € Af dat algebraisch is over L is ook algebraisch over .

Juist, Dit volgt uit gevolg 3.9.12.

We kunnen ook de produkt formule gebruiken,
[L(a): K] = [L{a) : LJ[L : K] < oo,
dit impliceert dat L{«) algebraisch is over K.
&. Zij a € K™ ecn algebraisch element over een veld . Zij I C L een velduitbreiding.

a) De minimaal veelterm fo (X)) van o over IS is een veelvoud van de minimaalveelterm
Ga...(.X) van a over L.

Juist. fo1(X) is ook een veelterm over L en de minimaalveelterm g, ,(X) is de
voortbrenger van het ideaal van alle veeltermen over L waarvan a cen wortel is.

b

e

Ja.x(X) en ga 1(X) zoals in a). Dan is deg fo.x(X) > ga.L(X).

Foul. Een veelterm kan irreducibel blijven. over een velduitbreiding. Bu. fog(X) =
g0l X) = X. foo(X) = gor(X) = X?+ 1.

9. Zij f(X) cen irreducibele veelterm over een veld K en 9(X) een willekeurige veelterm
over K zodat f(.X') en g(.X') een wortel & € K* gemeen hebben. Dan zijn alle wortels van
fLX) ook wortels van g(X).

Juist. Vermits f(.X) irreducibel is, is hel de minimaalveelterm van o over IC. Elk veelterm
over I{ waarvan o een wortel is dan een. veelvoud van f(X).

10. Zij f{ X} een primitieve veelterm over Z (i.e. cont(f(X)} = 1). Dan'is f(X) irreducibel
over Z als en slechts als f(.X) irreducibel is over Q.

Juist. Dit volgt uit stelling 4.2.10.
11, Zij R een ring en I ecn ideaal in R.

a} Als I het produkt is van verschillende maximale idealen in R, dan is R/I isomorf
met het direkt produkt van velden.

Juist. Dit volgt uil de chinese reststelling vermils verschillende mazimale idealen
comazimaal zign.

b) Zelfde bewering maar nu met. T het produkt. van maximale idealen. (Dus het woord
“veschillende” weglaten.)

Foul. Z/p*Z hecft nilpotente elementen en kan dus niet hel prodult van velden zijn.

12. Een velduitbreiding is algebraisch als en slecht als het een eindige nitbreiding is.

Fout. Een eindige vithreiding is algebraisch maar niet omgekeerd. De alyebraische sluiting
van Q is algebraisch over Q maar niet eindig.

13.

a) Zij 0 1 K — K een automorfisme van velden. Zij f(X) = S X € K[X] een
irreducibele veelterm over K. Definicer o(f}(X) = To(a;) X' € K|X]. Danis
a{(f)(X) ook irreducibel over K.

Juist. De definific van a{ f(X)) bepaalt een aulomorfisme van KC|X]. Een factorisatie

van o f( X)) wordt door het inverse van dit automorfisme omgezet in. cen factorisatie
van f(X).

b) Zijo : K — L cen morfisme van velden. Zij f(.X) = ¥ a,.X" € K[.X] ecen irreducibele
veelterm over I{. Definicer o(f}(X) = To(a).X* € L[X]. Dan is a(f}{.X) ook

irreducibel over L. .

Fout. Neem voor o de canonische injectie van een veld K in een velduithreiding L.
Een irreducibele veellerm over IC blijft niet noodzakelijk: irreducibel over L,

14. Zij f(X) € Fp{X] cen irreducibele veelterm met deg f(X) = 4 en g(.X) € F,[X] een
willekeurige veclterm met degg(X) = 2. Zij a € F, een wortel van f(.X) en 8 € Fy een
wortel van g(X). Dan geldt

B € Fp(a).

Juist. Als @ € F,, is de bewering triviaal. In het andere geval is Fu(B) = Fpz C Fpa = Fpla).



