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Numerieke Analyse 1997-1998. Eerste examenpertjode,

NAAM :

THEORIE

1. Zif A € R**" met a; # 0. De Gauss-Jacobi-methode gebruikt het iteratieschema

H n
af* = an 8- 2z |, (1)
-

of als we A opsplitsen als A = =L + D ~ R dan is de iteratie van de vorm
¢ = DYL + R)z® 4 D1p,

De iteratiematrix voor deze methode is dus C = D-Y(L + R).
Stelling, De Gauss-Jacobi-methode convergeert voor elks startwaarde z© als in elke rij
van A het diagonaalelement dominant is, m.a.w als

n
2 lagl <lagl  voor elkei. )

fal
o

Bewijs. §C} < 1 is voldoende voor convergentie. Passen we ICllee. toe, dan vinden we
de gevraagde resultaten.
Gevmegd.

® Leg uit waarom {|Cll,, < 1.

e Bestaan er matrices A die niet aan {2) voldoen, maar waarvoor de Gauss-Jacobi-
methode toch convergeert? Staaf Je antwoord.

» Mag men de componenten z**" van de vector z*+") in een willekeurige volgorde
berekenen? Leg uit.

¢ Onderstel dat A voldoet aan
n
Y lagl < lajl  voor elke j . 3)

vl
(L3

" Wat kan je nu besluiten over de convergentie voor de Gauss-Jacobi methode?

8 -2 3
o Als 4 = 2 ~4 -1 |.geefdan C, en geef de maat van convergentie voor de
-1 1 4

Gauss-Jacobi methode in de § }jo-norm.
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2. Zij A € R™" met eigenwaarden \; die voldoen aan
Pl > ol > gl > - > aal > 0. ()]
Gevraagd.

s Zij p een gegeven complex getal. Welke eigenwaarde wordt gevonden als men de
machtsmethode toepast op A — uf?

» Welke eigenwanrden van A 2ijn zuiver regel?

» Neem bovendien aan dat A een orthonormale basis U1,0z,. .., Uy Van eigenvectoren
bezit met Awx = My, Stel B = Awof. Welke eigenwaarde (resp. eigenvector)
wordt gevonden als men de machtsmethode toepast op-A — B?

¢ Welke eigenwaarde wordt gevonden als men de inverse machtsmethode toepast op
A+iI?

3. Neem aan dat zg,7,,...,2, onderling verschillende reéle punten zijn, en p,(z) is
de interpolatieveelterm door de punten (zi34). Deze veelterm kan als volgt geschreven
worden :

Pa(Z) = Yo + 1 (2 = Z0) + 1alz — Zo)(z ~ 21) +- (B =TT = 21) (T~ Zuur) . (1)

Als y; = f(z;) voor een bepaalde functie /, dan worden de coéfficiénten 7, de n® orde
Newton-differentiequotisnten van f genoemd :

P(=) = f(zo) + flza,z1)(z - 20) + {20, 21, 22}z ~ 20)(z — 21)
oot flro g Zal(@ - 2olE = 30)- - (2 = 20y (2)

De Lagrange-vorm voor pa(2) wordt gegeven door

pu(r) =3 Y2 (3)

o Vi z - z5)
waarbij ¥(z) = (z - zo)(z —~ 2¢) - (z - zn). Uit (2) en (3) volgt dan dat

fyeeey Tn) = 3 E 4
Sleo 21,y 2] megév )

Als de punten zg, x4, ..., 2, bovendien equidistant liggen (m.a.w, T4 = 2o + jh), dan kan
men een variabele ¢ invoeren en p,(z) als volgt noteren :

an. aln
?Eumﬁuv@o‘ b= E5 0

waarbij A™ f; de voorwaartse differentie van orde m voorstelt, A™ £i = Thool=1""*(T) fisse

en f; = f(zy). .
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¢ Most de functis f san bepaside afieidbastheidsvoorwaarden voidoen opdat (2) s0u
gelden?

o Wanneer bestast de limiet limy, ..o flzo,1)7
o Varklaar hoe men (4) vindt.

s Neem ssn dat f(z) een polynoom van grasd m voorstelt. Hoe ziet men in da
Jz0v 21000 Zn] = O voor 1 > mM? .

o Geef In het goval van equidistante interpolatiepunten, een eenvoudige uitdrukking ..

voor 0., Cv Af fo in termen van de functiewsarden f;.

4. Meervoudige-stapmethoden voor bet beginwaardeprobleem "
Y=fy)  asish ¥o) =a

Na%ou dikwijls afgeleld door de vergelijking te Integreren over een interval [z, 5 + k) C
K -
y(z + k) = y(z) + \. J(t,¥(e))at. ¢}

Bij do Adama-formules maskt men gebruik van de Newton-achterwasrtae-interpolatie-
vealterm voor f(t,y(¢)) door de punten ty.y,...,te-1)tp (neem asn dat ¢ > 2), Voor.de
Adame-Bashforth-methode kiest men {2,z + k] = {ty, 8541).

De methodes van Milne sijn evensens gesteund op (1), doch dit keer kisst men
{v,2 +'k] sodanig dat dit interval een santal referentispunten ¢ omvat, en past men een
kwadratuurformuls tos voor de integraal. . .

. .Q&éﬁ&mgﬁigaﬁ?u+w_§%%¥§>§

methods impliciet of expliciet ls. Geef bovendien de m-waarde (In termen van g)

van ..r bekomen m-voudige-stapmethode, .
"zt k]  impliciet of wipliciet m-waards
LA . gm .\w.
[bos] AN a4
—n‘lu- fL N\.K ﬁ.\w
) (trerstpal
* Welke kwadratuarformales geven asulsiding tot een expliciate, resp. impliciete, me-

. thode van Milne? 4

. . NI opw &vx Aokan w
* Hoe lan men in de praktijk impliciete messvoudige-stapmethoden n.!dmﬂs» mw,%m?,‘ w bt e

..;gzﬁgggf.u....»_l [tp—gts tpsn] Kiost en vervolgens
de Newton-Cotes-formule van open type gebruikt, bekomt men dan de Adame-
Bashforth formules?

J,.

zsﬂarguﬂg NAAM :

§. Zijn de volgende uitspraken waar of vals? Geef telkns cen uitleg voor jouw sntwy,
o Zij § } een norm voor R**®, en [ den x n eenbeldsmateix. Danis }/] = 1.
o Positief-definiete refle matrices besitten sen unleks LU-factorisatie,
¢ Neem san dat f € Cyla, ] en dat £ € [a,}] eon nulpunt is van /. Dan converg

de Newton-Raphson methode voor elke startwaazde uit [a, £], doch de convergy
Is niet altijd kwadratisch. .

¢ Als pa(z) een monische veelterm van grasd n is, dan geldt

o

¢ Gegeven een gewichtsfunctie w(z) over [, 8], en éu(z) (k = 0,1,...) ds of

gonale polynomen in [0, t.o.v. w(s). Als men onder het Integrasiteken in;
J3w(z)f(2)dz, £(z) vervangt dooe du(z), dan bikomt men de waarde ven de Gy

" kwsdratuur T2, Auf(2s) voor 1.
s 2jteRenstal .

sauv.l?..anl.ﬁ Ma..e- “n mw".

Er&ﬁggggﬂ

.uc\mQo..._?.z.?un.....aaonaﬂ?«%us&l—n%.zﬂ?ﬁ :
© interpolatieveelterm door de punten (2, f(2()). Voor elke ¢ € fa, pd ot
oen £{t) € o, 8} sodat N :

somme+ 8o sy ma).

De functis g : [a,b] — R met g(t) = f®™+1)(£(1)) bestast en is continu in [a, 8
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OEFENINGEN
1. Neem aan dat A € R™*", en schrijf A als
A=(A 4 - 4),
m.a.w. A; € R™ stelt de 7° kolom van de matrix A voor. Definicer nu

1Al = max [|4;]

1€jsn
waarbij || [J2 de gewone 2-norm voor vectoren van R™ voorstelt. Toon aan :

(a) I Il, zoals hierboven gedefinieerd, is een norm voor R™*",
(b) Als A, B € R**", dan geldt |AB] < ||All2 | BYj, met [[A}}2 de 2-norm in R™*",
(c) 141z < VR |4} .

2. Zij A een reéle symmetrische (n X n)-matrix. Dan kan A in (n — 2) stappen getrans-
formeerd worden tot een tridiagonale (symmetrische) matrix, waarbij in elke stap k
een gelijkvormigheidstransformatie wordt uitgevoerd d.m.v. een Householder-matrix
(zie cursus, §4.2).

(a) Stel een Algoritme op (in pseudocode) dat voor een gegeven reéle symme-
trische matrix A deze transformaties doorvoert. Maak hierbij gebruik van
hulpvectoren p en ¢ zoals besproken in §4.2.

(b) Pas dit algoritme toe op

Q=D
Lol = i =]
O O
O e O

3. Beschouw de volgende kwadratuurformule?! :

t -1 1
\' J@Ha = 1) = A )+ Bf(5).

(a) Bepaal A en B zodat de GVAN zo hoog mogelijk wordt. Wat is de GVAN?
(b) Bereken de Peano kern K(t) voor de aldus bekomen kwadratuurformule.

(c) Indien K(t) een vast teken heeft in [~1, 1], stel dan een expliciete uitdrukking
op voor de procesfout van de kwadratuurformule.

(d) Bestaat er een verband met gekende kwadratuurformules?

WVixl732> 8~170
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OEFENINGEN

1. Gegeven is de volgende matrix :

1 22 0
A= 0 1 2], (acR).
2¢ 0 1

a) Voor welke a-waarden is A positief-definiet?

b) Stel de iteratiematrix € op voor de iteratieve oplossing van een stelsel Az = b
d.m.v. de Gauss-Seidel-methode. Geef een nodig en voldoende voorwaarde (in
termen van a) opdat het iteratieproces zou convergeren voor een willekeurige
startwaarde z(® € R?,

2. De veelterm p,{z) wordt als volgt bepaald :
Palz) = (21 — 2){(z2 ~ ) -+ (2T — T),
met T1,Ty,...,%, onderling verschillende reéle getallen. Beschouw verder
dpi(z .
preale) = @) =~ 1),

Toon aan dat pa(z), pu—1(z),...,p1(z), po(z) een Sturm-rij vorms.

3. Bepaal de monische vierdegraadsveelterm(en) p(z) waarvoor

ap
M = ! (g) = 2P
M= maxlpl@)l (=) =)
minimaal is. Wat is de waarde van M?
4. Beschouw onderling verschillende reéle getallen zq, 1, ..., T, en een stel resle ge-

tallen y1,¥2,...,Un. Gebruik interpolatietheorie (of eventueel een andere methode)
om aan te tonen dat

M ke (Ti— ) 1

j=0 z:ﬂo?m@.vﬁﬁ.\ - Hkv



