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Formuleer en bewijs de regel van Bayes.

Geef de definitie van de correlatiecoéfficiént van een koppel toevalsveranderlijken (X,Y).
Toon aan dat als X en Y onafhankelijk zijn, zij eveneens ongecorreleerd zijn. Toon met
een voorbeeld aan dat ongecorreleerde toevalsgrootheden niet noodzakelijk onafhankelijk
zijn.

Toon aan hoe men tot de x? test (goodness-of-fit) komt voor het toetsen van een hypothese
aangaande de theoretische verdeling van een populatie.

Wat is de kans dat men een onvervalst muntstuk een oneven aantal keren moet werpen
om de eerste keer 'kop’ te bekomen? i A

Urne A bevat 2 witte ballen en urne B 2 rode ballen. Men trekt achtereenvolgens telkens
één bal at random uit elk van beide urnes en legt daarna de bal getrokken uit urne A
in urne B en de bal getrokken uit urne B in urne A. Men zegt dat het systeem zich in
toestand 7 bevindt als urne A 4 witte ballen bevat (¢ € {0,1,2}). De opeenvolging van
toestanden van het systeem vormt een homogene Markov-keten.

(a) Bepaal de transitiematrix 71 van deze Markov-keten.
(b) Is de ergodenstelling van toepassing op deze keten en zo ja, bereken de limietmatrix

Too-

. Veronderstel dat X en Y twee onafhankelijke normaal verdeelde veranderlijken zijn met re-

spectieve verwachtingswaarden px en py en met zelfde variantie o2. Bepaal de parameters
Lx,py en o als bekend is dat:

P{X <218} =0.7995, P{Y >1.88}=0.33, P{3X <4Y}=05987.

. Zij X1,Xa,...,X, een random steekproef van omvang n uit een universum met proba-

biliteitsdichtheid :

Fele) = { az®™! alsz€l0,1],

0 als z ¢ [0,1],
met reéle parameter o > 0.

(a) Gana dat fx(z) voor alle o > 0 de eigenschappen van een dichtheidsfunctie bezit.
(b) Construeer de maximumkansschatter &,x van a.

(c) Bepéal met de momentenmethode de schatter Gmm, VAN
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THEORIEVRAGEN

1. Geef de definitie van :

33-3%  (a) twee onafhankelijke toevalsverschijnselen A en B;
(’w (b) een stel onderling onafhankelijke toevalsverschijnselen B, Bs,. .., Bp.
fﬁ‘ Tllustreer met een voorbeeld dat het voor n > 2 niet volstaat dat de verschijnselen

B1,Bs,..., B, twee aan twee onafhankelijk zijn, opdat ze ook onderling onafhankelijk
zouden zijn.

2. Geef de definitie van :

¢t (a) een o-algebra F over een resultatenruimte £2;
flz (b) een probabiliteitsmaat P over (£, F) met F een o-algebra over § (axioma’s van

) Kolmogorov).
pid (8 Bewijs dat VA, B € F : t

P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANB).

{ 55 3. Formuleer en bewijs de totale probabiliteitsformule.

p3% 4. Formuleer en bewijs de regel van Bayes.
———
P? 5. Geef de definitie van een homogene Markov-keten en van de transitiematrix. Formuleer

P;;swsiq en bewijs voor dergelijke keten de vergelijking van Markov.

6. Geef de definitie van :

5&5':’\’ (a) Een reéle toevalsveranderlijke over een probabiliteitsruimte (§2, F, P);

P ¥ (b) De distributiefunctie Fix(z) van een toevalsveranderlijke X

p @59 (€) Welke eigenschappen moet een functie F' : R — [0, 1] bezitten opdat ze de distribu-
tiefunctie van een toevalsgrootheid zou kunnen zijn?

p?z? 7. Welke eigenschappen moet een functie van n veranderlijken bezitten opdat ze de geza-
menlijke distributiefunctie van een n-dimensionale toevalsvector zou kunnen zijn?

.. Toon aan dat de functie
pH

Flz,y) = 0 alsz<0ofz+y<lofy<O,
%=1 1 in het overige gedeelte van het viak

geen distributiefunctie van een bivariate toevalsvector kan zijn.

> f gy » . .
HTZ p9 8. Geef de definitie van de variantie van een toevalsveranderlijke X. Geef en bewijs de regel

p“”l om de variantie van de som van twee onafhankelijke toevalsveranderlijken te berekenen.
p 4y Breid die regel uit voor de berekening van de variantie van de som van twee afhankelijke
toevalsveranderlijken.



f) 4 9. Geef de definitie van de correlatiecosfficiént van een koppel toevalsveranderlijken (X, Y).
(M)r Toon aan dat als X en Y onafhankelijk zijn, zij eveneens ongecorreleerd zijn. Toon met
P3r-9¢ een voorbeeld aan dat ongecorreleerde toevalsgrootheden niet noodzakelijk onafhanke-
) lijk zijn.

w pio¢ 10. Formuleer en bewijs de ongelijkheid van Chebyshev. Pas vervolgens deze ongelijkheid
piod~tot toe om de zwakke wet van de grote aantallen te bewijzen voor een rij X1, X», ... van on-

afhankelijke toevalsveranderlijken met begrensde variantie, nl. Var[X;] < ¢ < 400 (i =

1,2,...).
H XL / pietll. Geef de definitie van de steekproefvariantie van een enkelvoudige random steekproef van
omvang n en toon aan dat deze een echte schatter is van de variantie van de populatie.
p¢3  Hoe is de steekproefvariantie verdeeld als de populatie normaal verdeeld is?

. 2. Geef de definitie van de empirische distributiefunctie F,,(z) van een enkelvoudige ran-
P dom steekproef X1, Xo, ..., X, getrokken uit een populatie met distributiefunctie Fx(z).

P1Y Bewijs dat Yz € R : Fu(z) & Fy(z).

7 YL 13. Leg uit hoe men met ¢ 4

pﬁ(; a) de maximum-kansmethode

f@% b) de momentenmethode

puntschatters van een parameter construeert.

W Verklaar de volgende begrippen : nulhypothese, alternatieve hypothese, enkelvoudige
‘7"‘5"‘1" hypothese, tweezijdige alternatieve hypothese, testfunctie, fout van type I van een test,

fout van type II van een test, macht van een test.

P[-m 15. Leg uit hoe men tot de t-test komt voor het toetsen van een hypothese aangaande een
verwachtingswaarde uit een normale populatie met onbekende variantie.

I3 16. Toon aan hoe men tot de x? test komt voor het toetsen van een hypothese aangaande

i . . .
per de theoretische verdeling van een populatie.




