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Oefening 1. Bepaal de eigenwaarden (reéel en complex) en eigenruimten van onderstaan-
de matrix. Diagonalizeer deze matrix indien mogelijk (geef de formule en matrices voor

de basisovergang).
» 2 1 -1
1 2 1
-1 1 2

Oplossing. Noem de gegeven matrix A. De karakteristieke vergelijking is

2-x 1 -1
ka)=-| 1 2-x 1

=X -6 +9A=AA-3)? .,
-1 1 2-A

We vinden 2 eigenwaarden: 0 (met multipliciteit 1) en 3 (met multipliciteit 2).

Eigenruimte bij A = 0. Om de eigenruimte te bepalen, lossen we de vergelijking
(A - AI5)X = 0 op, voor A = 0: :

21 -1
12 1
-11 2

0

0

0
2 1 -1]0 21 -1
0 -3 =310}~ 01 1
0 3 3|0 00 O

we krijgen dus als eigenruimte

Wo = {(r,—r,7) |r € R}

Eigenruimte bij A = 3. We moeten de vergelijking (4 — 3I3) X = 0 oplossen:

-1 1 -1/0 1 -1 140
1 -1 1 ~1 0 00(0
-1 1 =110 0 0 0|0

We vinden de eigenruimte

Ws={(s—rs7)|r s €R}
Diagonalizeren van A. Aangezien de multipliciteiten van de eigenwaarden overeen-
komen met de dimensies van de eigenruimten, is A diagonalizeerbaar. Als basis van
eigenvectoren nemen we {(1,~1,1),(-1,0,1),(1,1,0)}. Dan is dus

1 -11 0 00
C=}|-1 0 1 enn A=|0 3 0] =C1tAC
1 1 0 0 0 3




Oefening 2. Bespreek onderstaand stelsel over R in functie van de parameter a. Geef in
een tabel een samenvatting van de verschillende gevallen en de bijhorende oplossingen.

az +ay + @’z = a®

z+(a+1)z=1
(e—-Dzx+ay—z=a-1

Oplossing.

1 0 a+1
~ a a a?

a—1 a -1

1 1 0 a+1 1
ad |~ 0a =—-ala®—a
a—1 0 a —a® 0

Geval 1: a = 0. Als we a = 0 invullen in bovenstaande matrix, krijgen we:

1 0 111 v!f{
0 0 0}0
0 0 0j0

Dit stelsel is oplosbaar, met oplossingsverzameling {(1 —r,s,7) | r, s € R}.

Geval 2: a # 0. We delen de tweede en derde rij door a:

1 10 a+41 1
a2-1]~}101 -—-1]a®-1

0 00 1-af{l-d?

1 0 a+1
01 -1
01 —a

Geval 2.1: ¢ = 1.

De oplossingsverzameling is {(1 — 2r,r,r) | r € R}.
Geval 2.2: a # 1 en a # 0. We delen de derde rij door 1 — a:

10 a+1 1
01 ~1la®-
00 1l 14+a

Hier is er een unieke oplossing: {(—a® — 24,4 +a,1+ a)}.

Samenvatting.
a Opl
a=0 {1-rs7r)|r,s€R}
a=1 {Q1-2r,r,7)|r R}
a#0,a#1 {(-—a2—2a,a2+a,1+a)}




Oefening 3. Beschouw de ruimte R™ en twee deelruimtes V' en W. Bewijs dat
dim(V + W)* +dim(V nW)* =
dim(V + V) —dim(V N V1) — dim V + dim(W + W) — dim(W N W) — dim W

Oplossing. In het rechterlid kennen we direct 4 termen: omdat VNV+ = {0}, zal dim(V N
V1) =0, en omdat V + V1 = R", zal dim(V + V1) =n. Analoog voor W in plaats van
V. Dus het gevraagde is equivalent met

dim(V + W)* + dim(V N W)* = 2n —dimV — dimW (1)

We weten ook dat dim(V+W)* = n—dim(V+W), en dat dim(VNW)* = n—dim(VNW).
Dus is (1) verder equivalent met

2n —dim(V + W) —dim(V NW) =2n —dimV — dim W (2)

Als we hierin de 2n wegschrappen, en vermenigvuldigen met —1, hebben we¢ de gewone

dimenstelling:
dim(V + W) +dim(V NW) =dimV + dim W (3)

We weten dat dit klopt, dus klopt ook de gegeven gelijkheid.



