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Ten geleide

Beste lezer van deze samenvatting,

Wat u op dit moment leest is een samenvatting van de cursus Wiskundige
Analyse I van de faculteit Wetenschappen van de Universiteit Gent, aca-
demiejaar 2006-2007, gegeven door prof. dr. Christian Impens in eerste
bachelor wiskunde en fysica. Ik heb gepoogd om, als hulp voor studenten
wiskunde en fysica, de cursus van 193 pagina’s verkort en toch vlot weer te
geven.

Dit KTEX-document is dus bedoeld om antwoord te geven op de vraag
wat er in de cursus staat, als de overvloed aan bewijzen die 70% van de
ruimte in de cursus innemen je de bomen door het bos niet meer doet zien.
Daarom koos ik voor de weglating van bewijzen, maar het behoud van de
stellingen. Verder heb ik geopteerd om geen referenties te gebruiken om-
dat het de leessnelheid sterk reduceert als een samenvatting zinnen bevat
zoals ,Door stelling 12.4.3.1 herleidt (12.35) zich tot (12.36)”. Niet alles
van bemerkingen en beperkingen is opgenomen; vaak zijn bijvoegsels zoals
,over het interval U” weggelaten. Het is niet de bedoeling om volledig te
zijn, eerder om een samenvattend beeld te geven. Daarom is ook niet alles
uitgelegd, bijvoorbeeld dat ¢ de identieke afbeelding x — x voorstelt. Voor
grondigere definities, onuitgelegde begrippen, bewijzen en nog veel meer wat
niet opgenomen is in deze samenvatting verwijs ik graag naar de cursus van
prof. Christian Impens.

Alvast veel succes met de examens!

Met vriendelijke groet,
Bert Seghers
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Inleiding

Notaties en definities

C is strikte inclusie, samenvallen onmogelijk.

Definitieverzameling = domein = Dy

Waardenverzameling # B in A — B-afbeelding, wel c

Restricties, aftelbaarheid, re€le, complexe, rationale, nietnegatieve functies.

Logica

Implicatie, contrapositie, nodig en voldoende, onderstelde, gestelde, bewijs,
volledige inductie

1 Drie getallenvelden

1.1 Rationaal en reéel

N,Z,Q en zelfs (Q, +, -, <) is een totaal geordend veld
Maar met gaten! =
Stelling: er bestaat geen rationaal getal met kwadraat 2 (+Bewijs)
Bovengrens, ondergrens, begrensd, grootste element of maximum, minimum,
supremum, infimum
Stelling (Dedekind): R bestaat, heeft alle eigenschappen en vertoont geen
gaten, mits supremumprincipe: elke naar boven begrensde deelverzameling
van R heeft een supremum.
Stelling: twee verzamelingen met elementen © <y = 3¢ : x < £ <y (+Be-
wijs)
Stelling: Tussen twee reéle getallen liggen oneindig veel rationale en onein-
dig veel irrationale. (+Bewijs)
Stelling: w =supX < Vr:z <wAVe>0:3z metw—¢e < x. (+Be-
wijs)

e Stelling: Vx : Jy : x < y = sup X < supY. (+Bewijs)

o Stelling: X €Y = sup X <supY (+Bewijs)

e Stelling: sup(X +Y) =sup X +supY (+Bewijs)
=csupX (c>0)
=cinf X (c<0)
e Stelling: sup(XY) =sup X supY woor X en Y bestaande uit nietnega-

tieve getallen (+Bewijs)

sup(f+g9) < supf+supyg

o Stelling: sup(cX) (+Bewijs)

, ~inf(f4+g¢) = inff +infyg ..
Stellingen: sup(fg) < sup fsupg (+Bewijzen)
inf(fg) > inf finfg
Stelling: |f(x) — f(2')| < CVa < z,a’ <b=supf — [ing’] f < C (+Bewijs)
[a,b] a



Negen soorten intervallen, drie soorten grenzen (], ], )
Stelling: 'V is een interval < Elk punt tussen twee punten van V behoort tot
V. (+Bewijs)

1.2 Het complex getallenveld

Complex getal = koppel reéle getallen (x,y) met x reéel deel en y imaginair
deel. Imaginaire getallen gelijk als delen gelijk.

Imaginaire eenheid, 2 = —1, inversie, complex toegevoegde.

Stelling: Het veld C kan onmogeligk geordend worden. (+Bewijs)

2 Reéle rijen

2.1 Elementaire theorie

Reéle 1ij (x,) = 21,29, ...
DEF convergentie van (z,) naar a

T —oas Ve>0)ANeN)(VneN)(n > N = |z, —a| <¢)
DEF divergentie van (x,) naar +o
Ty > +0 < (VM eR)(ANeN)(VneN)(n> N =z, > M)

Stelling: De limiet van een convergente rij is uniek. (+Bewijs)

Stelling: Elke convergente rij is begrensd. (+Bewijs)

Stelling (Insluitstelling): Als ©, <y, < X,, en x, = a en X,, — a, dan
00k yn, — a (+Bewijs)

Stelling: Limiet van een som is som van de limieten voor rijen. (+Bewijs)
Stelling: x, — 0 Ay, begrensd = x,y, — 0 (+Bewijs)

Stelling: x, = any, — b= x,y, — ab (Limiet product = product limieten)
(4+Bewijs)

Stelling: Absolute waarde limiet is limiet absolute waarde (+Bewijs)
Stelling: x, — a # 0 = x, # 0 vanaf een zeker rangnummer en ﬁ —
(+Bewijs)

Stelling: x, = 0¥n,x, — a, dan a = 0 (+Bewijs)

Stelling: Als alle termen van een convergente rij in |a,b] liggen, ligt ook de
limiet daarin. (+Bewijs)

Q=

2.2 Stelling van Bolzano-Weierstrass

Stelling: x, stijgend en naar boven begrensd = convergent met limx, =
sup ,, (+Bewijs)

Stelling: FElke deelrij van een convergente rij is zelf convergent naar dezelfde
limiet als de oorspronkelijke. (+Bewijs)

Stelling: Elke rij heeft een monotone deelrij! (4+Bewijs)



Stelling (Stelling van Bolzano- Weterstrass): Als alle rijtermen in [a, b]
liggen, dan bestaat er een deelrij die convergeert naar een punt wit [a,b].
(+Bewijs)

Stelling (Kenmerk van Cauchy): x, convergeert < (Ve > 0)(IN: €
N)(|zn — zm| < € als n > N.,m > N;) (+Bewijs)

Stelling (Stelling van de vernestelde compacte intervallen): Is dit een
rij van compacte interval met de eigenschap: [a1,b1] 2 [a2,be] 2 [as,bs] 2
ooy dan is penlan, bn] niet ledig, m.a.w. er bestaat een reéle & die tot alle
intervallen behoort. Als bovendien lim(b, — a,) = 0, dan is die £ uniek en
geligk aan lim a,, = lim b,,. (4+Bewijs)

Stelling (Cantor): Een compact interval is niet aftelbaar, en bijgevolg ook
R niet(Geen bewijs)

3 Limieten van functies

Omgeving, basisomgeving, open bal, ophopingspunt.
DEF L is de limiet van f(z) voor x — a

lim f(z) = L < (Ve > 0)(30 > 0)(Vx e D)(0 < |[z—a| < d = |f(x)—L| <¢)

r—a

Stelling (Rijenkenmerk voor limieten):(+Bewijs)

lim f(z) = L & Vrij 2, — a: xij f(za) = f(a)
Stelling: Limiet bestaat = linkerlimiet en rechterlimiet bestaan en zijn gelijk
(en omgekeerd) (+Bewijs)
Stelling (Eigenschap van limiet): L bestaat = 3 doorprikte omgeving:
f(z) begrensd (+Bewijs)
Stelling (Eigenschap van positieve limiet): L > 0 = 3 doorprikte om-
geving: f(x) > 0 (+Bewijs)
DEF f(x) divergeert naar +0o voor z — a <
(VM eR)(F0>0)Vzxe D)0 < |x—a| <d= f(x) > M)
Toepassing: lim 2™ = 400 en alle veeltermfuncties ook naar +oo.

4 Continuiteit
4.1 Continuiteit in een vast punt

DEF f(z) continu in as

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € D)(|lx —a|] < = |f(x) — f(a)| <e)

Alle soorten stellingen van limieten uitgebreid naar continuiteit met f(a) =
L

Stellingen: bewerkingen op continue functies = continu; veeltermfuncties
altijd continu, samenstelling van zo’n functies continu, behoud wvan teken
(+Bewijsjes)



4.2 Continuiteit over een verzameling

DEF f(z) continu over verzameling A < f/A continu <
(Ve e A)(Ve > 0)(30 > 0)(Vte A)(|t —z| < d = |f(t) — f(x)]| < ¢)
Stelling: De volgende witdrukkingen van continuiteit zijn equivalent (+Be-
wijs)
(Vx €]a, b])(Ve > 0)(36 > 0)(Vx €]a,b) (|t —x| < d = |f(t) — f(x)] < ¢)
(Va €la,b)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Df)(|t — x| <6 =|f(t) — f(x)] <e)

Stelling: f continu over [a,b] < continu over ]a,b[, rechtscontinu in a en
linkscontinu in b (+Bewijs)
Stelling (Speciaal geval van tussenwaardestelling, voor 0): (+Bewijs)

a<b, f(a)f(b) <0, f continu over [a,b] = Jc€la,b|: f(c) =0

Stelling (Tussenwaardestelling van Bolzano): f continu over interval
1. Elk getal tussen twee functiewaarden is zelf functiewaarde van getal in
f/I. (+Bewijs)

Definities van (strikt) stijgend,... en inverse functies

Stelling van inversie van continue strikt monotone functies:

Functie strikt ngg;}e ?dd en continu over interval I = Er bestaat een inverse

strikt stijgend
dalend ) ]
Stelling (Extremumstelling van Weierstrass): f/[a,b] continu over dit

compact interval = f/[a,b] bereikt minimum en mazimum m.a.w. Iz, T2 €
[a, ] £ Var € [a,B] - f(r1) < f(z) < f(2) (+Bewils)
continuiteit vs. gelijkmatige continuiteit:
(Vz € A)(Ve > 0)(3b,. > 0)(V2' € A)(|Jx — 2’| < 6 = |f(z) — f(a")] <¢)
(Ve > 0)(35: > 0)(Vz € A)(Va' € A)(|z — 2| < 6 = | f(z) — f(2))] < &)

Stelling van Heine: f continu over compact interval = automatisch gelijk-
matig continu (+Bewijs)

en continu over f(I). (+Bewijs)

5 Afleidbaarheid

5.1 Afgeleiden van de eerste orde

f afleidbaar < Ja,r:  f(a+ h) = f(a) + ah + hr(h) met r(h) > 0als h -0
Stelling: afleidbaar in a = continu in a. (+Bewijs)
Stelling, eigenschap van positieve afgeleide: f'(a) >0=3§ >0:Va <z <
a+0: f(x)> fla) ena—06 <z <a: f(x) < f(a) (+Bewijs)

(f£9)(a) = fla)*g'(a)

. . (f9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
Rekenregels: (+Bewijs) I Fla)gla) — fla)g'(a)
Y 9%(a)



Stelling, kettingregel: f aflb ina,g in f(a),F = g(f(z)) = F'(x) = ¢'(f(x))-
/'(z) (+Bewis)
Stelling voor het afleiden van de inverse (+Bewijs)

1

f'(c)
Stelling, nodige voorwaarde voor extremum van Fermat: lokaal extremum +
aflb in a = f'(a) = 0 (+Bewijs)
Stelling (Middelwaardestelling): 3c €]a,b[: f(b—) — f(a+) = (b—a)f'(c)
(+Bewijs: Rolle 4+ Lagrange)
Stellingen over (strikt) stijgen/dalen en teken afg. (+Bewijs adhv middel-
waardestelling)
Stelling (Veralgemeende middelwaardestelling): (+Bewijs)

f—) = fla+) _ f'(0)

¢'(f(c))

g(b=) = (a+)  ¢'(¢)

Stelling, De I’Hopital (+Bewijs)
(x

!
im 2@ _ ger= 1m L _ 4
z—a+ g (x) r—a+ g(a})

~—

Toepassing: zelfde stelling, maar met f en g — 4+00 als x — 400 (+Bewijs)

5.2 Afgeleiden van hogere orde

over klassen C!,C™, C®

6 Integratie

6.1 Onderintegraal, bovenintegraal, integraal

Partitie 7: genummerde eindige deelverzameling van interval.

Bovensom Sz(f) = Z sup fl
I

k=1 Ir
m

Ondersom s=(f) = Z i}lf fl
k=1 "F

—b
Bovenintegraal / f inf Sy

b
Bovenintegraal / f Sup Sr
a

Stelling: Voegt men partitiepunten toe, wordt de bovensom niet groter en de
ondersom niet kleiner (+Bewijs)
Stelling: Willekeurige ondersom < willekeurige bovensom (+Bewijs)



DEF | = [ = integreerbaar, [ is gemene waarde.
Stelling: Integreren is een lineaire operatie: (+Bewijs)

/abcf=c/abf, /abf+g=/abf+/abg

Stelling van positiviteit van de integraal: (4+Bewijs)
b
Va<x<b f(x)>0:>/ f=0
a

Stelling van monotoniteit van de integraal: (+Bewijs)

Va <z <b f(a:)<g(x)=>/bf</b9

Stelling van additiviteit van de integraal: f;f + [y f = [, f (+Bewijs, eerst
hulpstelling van boven- en onderintegraal)

Stelling: Integreerbaar over interval I = ook over deelinterval J (+Bewijs)
Stelling: f(x) =0 over I/J = [; f < [; f (+Bewijs)

Stelling: f integreerbaar, maar gewijzigd in een eindig aantal punten blijft
integreerbaar en [ verandert niet (+Bewijs)

6.2 Het kenmerk van Darboux

Stelling van Darbouzx: Integreerbaar < Ve > 0,31, Sr — sx < £ (+Bewijs)
Stelling: continu over |a,b[ met eenzijdige limieten in de uiteinden of con-
tinu over [a,b] = integreerbaar (4+Bewijs)

DEF f~, f*

Stelling: [, f,|f] integreerbaar als f integreerbaar en: (4+Bewijs)

/abf </ab|f|

Stelling: f en g integreerbaar = ook fg (+Bewijs)

6.3 Integraal met veranderlijke bovengrens - eerste hoofd-
stelling

Stelling (Continuiteit van een integraal met veranderlijke boven-
grens): f integrb over la,b[= F(x):= [ [ continu over |a,b|.

Stelling (Eerste hoofdstelling): Dy F(t) = f(tt) dus F'(t) = limt f(u)
(+Bewijs)

DEF Primitieve F van f: F' = f, notatie F' = [ f



6.4 Tweede hoofdstelling
Stelling (Tweede hoofdstelling, integratie van een afgeleide): (+Be-

wijs)
Lbf’=[f]ﬁr=f(b—)—f(a+) of /abf=[/fE

6.5 partiéle integratie en substitutie

— Bewijzen vragen veel voorwaarden!
Stelling: [, fg' = [fglt— [7 9f" (+Bewijs)
Stelling (grens-naar-grens-transformatie): (+Moeilijk bewijs)

b o(b)
| #eewsdn= | i) dy
a 0(a)

Stelling: [° f(z)dz = [ f(—y)dy
Stelling: f integreerbaar over |a,b| (periode b —a) = overal integreerbaar,
f;f = [ over lengte periode (+Bewijs)

7 Elementaire functies en praktische integratie-
technieken
Voor integratie heeft men genoeg aan veeltermen, [ % en [ ﬁ

7.1 De hyperbolische familie
7.1.1 De logaritme

Tdt
DEF lnm::/ ~ R'oR
1

Stelling: nx =1=x=2,6 < e < 2,8 (+Bewijs)
Stelling: In(zy) = Inz + Iny (+Bewijs)
Stelling: 1 — % <lnz <z —1 (+Bewijs)

7.1.2 De exponentiéle

DEF expr:=In! R—-R"

Stelling: Onbepaald afleidbaar en exp’ = exp (+Bewijs)
Stelling: expxexpy = exp(z +y) (+Bewijs)

Stelling: 1+ z < expx < 12— (+Bewijs)

Stelling: limg, Yeellerm — () (4 Bewijs)

exp
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7.1.3 De machtfuncties

DEF 2V = ey e 0% := 0

Stelling: a® = a®*lna 2% = ax®"! (+Bewijs)
DEF Va = an als a > 0,n € N*
' —(—a)% als a < 0,n € 2N*

Stelling van Euler: limy_, .o (1 + %)t = ¢e” (+Bewijs)
7.1.4 De hyperbolische functies

T —x T —x 2x
. 1
sinhz:= % coshz := ere” tanhz = &~
2 2 e2r — 1
Stelling: cosh? —sinh? = 1 (4+Bewijs)
Stelling: cosh(z £ y) = coshx coshy + sinh x sinhy (+Bewijs)
Stelling: sinh(x £+ y) = sinh z coshy + cosh z sinhy (4+Bewijs)

1

sinh’ z = cosh cosh’ x = sinh tanh’ x = —
cosh

7.1.5 De inverse hyperbolische functies

argsinhx = In(z++vVz2+1) = /

1
\/x21+1
argcoshz = In(z++vVz2—-1) = -

x2—1

1+ 1
arg tanh x In 1_i = /1—x2

7.2 De goniometrische familie

7.2.1 De arcustangens

T dt
DEF arctanx := / ——— R—->R
o 1+1¢2

Stelling: < arctanz < x (+Bewijs)

_x _
1+x2

. 1 T x<0 ..
Stelling: arctanx + arctan _ = >0 (+Bewijs)

[NIEIN)

_r
Stelling: arctan strikt /' met asymptoten: +§ » 2 (+Bewijs)
2
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7.2.2 De tangens

DEF tanx := arctan™! Vxe}—g,;r[

DEF tan(z + km) 1= tanx R\(ZZ—I—l)g - R

2tan § (+Bewijs)
— 57 ewijs
1 —tan” §

Stelling: tan’ x = 1 + tan? z (+Bewijs)

Stelling: tanx =

7.2.3 De sinus en cosinus

2tan £ 1—tan2 -
DEF sinzx := { m cosx::{ TrtanZ & VJEER\(QZ+1)§
0 -1 Voe (2Z +1)3

SIS ST

Allemaal basiseigenschappen van sinus en cosinus kunnen bewijzen adhv 7.
Stelling: sin(z +y) = sinz cosy + cosxsiny (+Bewijs)

Stelling: cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny (+Bewijs)

Stelling: sin(z — y) = sinxz cosy — cosx siny (+Bewijs)

Stelling: cos(x —y) = cosx cosy + sinxsiny (+Bewijs)

Stelling, formule van de Moivre: (cosz+isinz)™ = cosnz +isinnz (+Be-
wijs)

Stelling, ongelijkheid van Jordan: 2?”" <sinz <z 0<z <7 (+Bewijs)
cos = «
sinf = pj
halfopen interval met lengte 27. (+Bewijs)

Toepassing: poolcodrdinaten

Modulus van z + iy = z € C = /2?2 + y2. Vandaar ook goniometrische
voorstelling van z = |z|(cos € + isin0).

Complexe wortels uit (" = zg = |z0|(cos by + isinby) :

Stelling: met a? 4+ 32 = 1 heeft juist 1 oplossing in elk

n 6 .. 6o
G = /|2 (cos + isin n)
o = n = (COS 0 6o +27T)
n
o 90+47T L. 90+47T)
G = /2 (cos + isin n
Cn—1 = (C0890+2 (== +isin90+2(:_1)ﬂ-)

(+Bewijs van uniciteit)

12



7.2.4 De overige cyclometrische functies

arcsin := sin |[_x rr]_1 [-1,1] = [-5, 5] arcsin’ r = L
- T202 ’ 272 T V1= 22
1
-1 /
arccos := cos |[g x| [-1,1] — [0, 7] arccos' x = A
’ 1—2a2

arcsin xz + arccosx = g

7.3 Formules van Stirling en Wallis

Veelvoorkomende integralen, nodig voor de stelling van Wallis: (+Bewijs)

/gcos%  2n—-12n-3 31r
0 N on 2n—2 422
2 opy1 _ 20 2n—2 42
/0 o8 m+12n—1 53

Stelling van Wallis:  (+Bewijs)

nle”
Stelling van Stirling: De rij o 1s strikt dalend en convergent naar /2.

ntT2
Voor grote waarden is dan ook n! ~ v/2mn (2)" . (+Bewijs)

7.4 Praktische integratietechnieken

Men kan integreren mits kennis van bekende integraaltypes, partiéle inte-
gratie, substitutie en splitsen in partieelbreuken.

Bekende belangrijke onbepaalde integralen

e De meeste verondersteld gekend
e Bij |z|: correct afleiden, vermenigdvuldigen met het teken (= \xl)

T
/ dzx 1
[ ] = —
sin? z tanzx
T
tan () ‘
2

d
/ I arg tanh(cosx) = In
27

sinz

d
/ T argtanh(sinz) = In
cosx

13



afg sin x cos tan x

. 1
_ coS T —sinz ——
cos? x

) 1
—h cosh sinh x —
* cosh” x

1 1 1

arc —_— —

T V1I-2? Vi-22 22 +1

L 1 1 1

ar —

s— VaZ+1 x2 —1 1 —a?

Alles is op te lossen

Stelling: Alle integralen van rationale functies kunnen uitgedrukt worden
d.m.v. rationale, In en arctan. (+Bewijs: deling, splitsen in partieelbreu-
ken)

Stelling: De volgende functies kunnen door substituties herleid worden tot
rationale integranda: (+Bewijs)

R(zx, § ‘c’:fis)dx R(e**)dx

R(z,vax? + bx + ¢)dz R(sinz,cos z)dx

Exponentiéle - veelterm

Stelling: Het gedrag van [ exp -veelterm van n-de graad is te voorspellen,
namelijk (+Bewijs)

/ et P(z)dr = el (Cnx” + termen van lagere graad)
o

Eerstegraadsdifferentiaalvergelijkingen met gescheiden verander-
lijken

Gemakkelijk op te lossen door y'(z) = g , waaruit g(y)dy = f(z)dx of zelfs
J9(y)dy = | f(z)dx+C. Eventuele beginwaarden invullen om C' te bepalen.
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8 Complexe reeksen

8.1 Twee aanvullingen over rijen
8.1.1 Boven- en onderlimiet

Vanaf nu 2 getallen i.p.v. 1 associéren met begrensde rij, waarvoor Lj —e <
Ty < Lo+ €.
Constructie: Dalende rij van suprema: sup{zi,z2,x3,...}

supq{ze, 3, .. {

sup{zs, ...
lim := lim supaxi = inf sup xx
n—+00 n—+0 >y neN >
lim := lim inf zp = sup inf x;
n—+00 n—+0 kzn neN kzn

Stelling (Hoofdeigenschap): (+Bewijs)
VeeR,ANeN, Vn > N: z, <lim, 10 + €

Stelling: een rij is conv (lim L) < lim = lim = L. (+Bewijs)
Rekenregeltjes voor lim en lim (+Bewijs)

8.1.2 Convergentie van complexe rijen

De theorie voor reéle rijen kan uitgebreid worden naar complexe, alleen voor
het kenmerk van Cauchy is nodig:

Stelling van de convergente complexe deelrij: elke rij uit B(0, R) heeft een
convergente deelrij — zo € B(0, R) (+Bewijs)

Driehoeksongelijkheid voor complexe getallen: || zi| — |z2|| < |21 & 22| <
|21] + | 22]

8.2 Convergentie van complexe reeksen

Definitie en onderscheid tussen rij, reeks, reekssom.
conv & s, <M

div & s, > M (+Bewijs)

Stelling: FEen reéle reeks > x,, xn, =0

Stelling: >~ zp, conv = z, — 0 (+Bewijs)

De complexe meetkundige reeks

. an
nz=0
e conv < |p| <1 (+ Bewijs)

+00
> = _—— (+ Bewijs)
1—p
n=0

e l+p+p*+.. . +pvl=



Stelling (Grote convergentieregel van Cauchy): (+Bewijs)
Zzn conv & |zpy1+2pj2+ ...+ 2Zpyp| <calsn>NenpeN

Absolute convergentie: als > |z,| ook conv is.

Stelling: Haken plaatsen is OK, weglaten of verplaatsen niet (+Bewijs)
Omschikking: termen van plaatsen veranderen, elke term a, juist 1x in
reeks > by,.

Stelling: Omschikking heeft geen invloed op convergentie en reekssom wvan
absoluut convergente reeksen. (+Bewijs)

8.3 Convergentieregels voor reéle reeksen zonder negatieve
termen
8.3.1 Drie convergentieregels door vergelijking

Majoratie: Yz, wordt gemajoreerd door Y !, of >z, « > 2! als x,, <
K -z}, vanaf een zeker rangnummer.
Stelling (Majorantenregel): (+Bewijs)

Zmn < ZCE;“ Zx;l conv = an conv.

Stelling (Quotiéntregel): (+Bewijs)

hm 5 AeRr <0 > x, conv < > y, conv
n—+00 1, =0 Y y,conv = > x, conv

Stelling (Vergeligking van groeisnelheid): (+Bewijs)

Tn+41 Yn+1
> 2 vanaf zeker rangnummer: T, conv = conv
n n

In Yn

8.3.2 Vier grote convergentieregels

Stelling (Integraaltest van Cauchy): f dalend en naar beneden begrensd
Sp:  partieelsom functiewaarden

I,: integraal van f van 1 tot n.

= De verschilrij (s, — I,) is dalend en convergent naar lim € [ondergrens,
S

= Zn}l f(n) conv < In conv. (+B€W1JS)

met

De hyperharmonische reeks

¢ np
n=0 n
e Toepassing integraaltest: conv < p > 1 (+ Bewijs)

e De harmonische Z — is divergent en stijgt zo vlug als Inz.
nz=0
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1
e Voor n groot genoeg is Z —x~Inz +7v
n=0 n

o v =0.5772 = de constante van Euler
Uitbreiding van bovenlimiet: kan ook +00 zijn als reeks onbegrensd is.
Stelling (Worteltest van Cauchy): (+Bewijs)

<1l Y z, conv

lim Y .
ot VIR 51 Y, diven z, » 0

Stelling (Convergentieregel van D’Alembert): (+Bewijs)

. Tpy1 <1 > x, conv
lim .
n—+wo T, >1 Y xpdiven z, » 0

Stelling (Convergentieregel van Raabe): (+Bewijs)

Tn 4 >1 > x, conv
<1 >z, div

lim n
n—+0a0 Tn+1

De laatste drie convergentieregels hebben absolute varianten voor conver-
gentie van complexe reeksen. Vervang x, door |z,|.

8.4 Convergentie van reéle wisselreeksen
Stelling (Kenmerk van Leibniz voor wisselreeksen): (+Bewijs)

pL>p2 > ... wisselreeks p; — p2 + p3 — ... convergent en reeks-
Pn— 0 som tussen twee opeenvolgende partieelsommen.

9 Gelijkmatige convergentie

9.1 Gelijkmatige convergentie van rijen van functies

Puntsgewijze convergentie van functies:
Vze A: fu(z) > f(z) notatie: f, 4 f

Vze A:Ve>0:3IN, ., eN:VneN:n> N, .= |fu(2) — f(2)| <e

I x>0
2
Voorbeeld: arctannz L 0 x =0 De limietfunctie is niet continu.
s
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A
Gelijkmatige convergentie van functies (notatie f, =3 f):

Ve >0:IN,,eN:Vze A:VneN:n> N, = |fu(z) — f(2)| <€

a,b
Stelling (Overdracht van continuiteit): f, [:;] [ elke beperking fn/[a)
continu = f /[ continu. (+Bewijs)

. . . [a,b]
Stelling (Omwisselen limiet en integraal): f, = f, x en xy tussen a

en b (+Bewijs)

gula) = [ fu)dt o) = [ siey
dan g, [ajf] g, of

n——+aoo 0 n

lim /x j Fu(t)dt = /x : lim ()t

9.2 Gelijkmatige convergentie van reeksen van functies

Reeks van functies: f1 + fo+ fa+...=> fpmet s, = f1+... + fp

+00
Puntsgewijze conv s, 4 f Vz:f(z)= Z fn(2) over A
n=1

A R
Gelijkmatige conv s, 3 f Ve...: f(2) = Z fn(z) gelijkmatig over A
n=1

Eveneens overdracht van continuiteit en omwisselen Y en [.
Stelling (M-test van Weierstrass): Y f, complexe functiereeks (+Be-
wijs)

(Han Cfn(2) <ap V2 A Zan conv ) = Z fn gelijkmatig convergent

= om de gelijkmatige convergentie van reeksen van functies na te gaan.

10 Complexe machtreeksen

10.1 Puntsgewijze convergentie

Een machtreeks is een oneindige som van de vorm ngog anz™ waarbij a,,
constanten zijn en z complex of reéel kan zijn (dan meestal x).

Dit is een speciaal geval omdat, in de punten (z) waarvoor deze reeksen
convergent zijn, ze absoluut! convergent zijn. De punten z liggen in een
schijf in het complexe vlak van Gauss.

1 Uitzondering: dit geldt niet voor punten met modulus gelijk aan de convergentiestraal
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De convergentiestraal

1
Ri=—— €]0,+]

lim § |an|
n——+a0
R wordt de convergentiestraal genoemd en B(0, R) de convergentieschijf.
Stelling: (+Bewijs)
R=0 = Z;{;oo anz™ alleen convergent voor z =0
absoluut convergent voor |z| < R

+00 n
< <o = .
0<h n=0 4= pist convergent voor |z| > R
R=wo = Y "% anz" over heel C convergent
Stelling: De convergentiestraal van Z;[;OO anz"™ s limg, oo a:il als die
bestaat (+Bewijs)
Stelling: a,, begrensd = R>1 en a,-» 0= R <1 (+Bewijs)
400 +00
Termsgewijze afgeleide van een machtreeks Z anz" Z annz" 1
n=0 n=1

Stelling: Een complexe machtreeks en haar termsgewijze afgeleide hebben
dezelfde convergentiestraal (+Bewijs)
n(n—1)

Hulpstelling: ‘bz:gn — na”_l‘ < |b—a|r" 2252 (4 Bewijs)

Stelling: De afgeleide van de limietfunctie is de limietfunctie van de terms-
gewijze afgeleide. (+Bewijs)

Stelling: De reekssom van een complexe machtreeks is € CT (+Bewijs)
Stelling: Het kan niet anders dan dat de coéfficiénten er als volgt uitzien:

(+Bewijs)

+00 (n)

f(0)

— n —
f(z) = Zanz = a, = —
n=0 :
+00 +o0 zn+1
Termsgewijze integratie van een r Z anz" Z an,

n=0 w0 ntl

Stelling: Voor reéle x geldt: (complexe integratie is complex) (+Bewijs)

/x (i > f: xTLJrl
apt™ | dt = an,
0 n=0 n=0 n+1

10.2 Gelijkmatige convergentie

Stelling: Complexe machtreeksen convergeren gelijkmatig over elke B(0,7) <
B(0,R). (+Bewijs)

Wat met randpunten? Voor reéle machtreeksen wordt in de cursus het trio
van Abel bewezen voor R =1en x = 1.
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Stelling (Ongelijkheid van Abel): Alspy = py = ... =2 py = 0 en C's
willekeurige compleze getallen: (4+Bewijs)

|p1C1 + p2Co + ... +pNCN| <pr- max{|C'1|, |Cl + 02|, ce |Cl + .. CN|}

Stelling (Convergentiestelling van Abel): Een reéle machtreeks die conv
is in x = R =1, is gelijkmatig convergent over [0,1]. (+Bewijs)

Stelling (Limietstelling van Abel): Als reekssom conv in x = 1, dan
+00
1s de reekssom daar <Z an> geligk aan de limiet voor de limietfunctie
=0
+00 "
limg Z anz” (+Bewijs)
n=0

10.3 Taylorontwikkelingen

f(z) =ao+ax+aax® +...+apz" +... VYwel

De oneindige veelterm uit het rechterlid is de Taylorontwikkeling van f.

(n)
De coéfficiénten a,, zijn uniek bepaald, namelijk, fT!(O).

Uit de meetkundige reeks

1
=1l-z+a?2-23+...
1+z

+00
Dit wordt gewoon bekomen door in Z g" in te vullen ¢ = —x, dus geen Tay-

n=0
lorberekeningen. Analoog worden 7 +1 > en 1% bekomen. Hieruit vloeien

T —x

door termsgewijze integratie arctan x, In(1 + ), arg tanh z.

Uit de formule van Taylor

Stelling (Formule van Taylor): Alsn e Nt 130, fe C"(I), dan
geldt Vx € I : (+Bewijs)

" (n—1) z ()01
fla) = f(0)+xf’(0)+x2fT(m+. : .+xn—1w+/o ((n_t)l)!f(")(t)dt

en 3¢ € [0, z] of [x,0] :

1"10) + . 42"t f70(0) + :c"f(n) ()

@) = F(0) +2'(0) + 2% =1 )

Hierin is bovenaan de integraalgedaante van de restterm uitgedrukt en on-
deraan de restterm van Lagrange.

20



Stelling (Voldoende voorwaarde voor Taylorontwikkeling): De gehele
oneindige ontwikkeling valt pas samen met f(x) over |—a,a[ als:

x feCT®]—a,a|

+ fM(z) <G (YneN,Vze]|—a,al
Stelling: De volgende Taylorontwikkelingen voldoen aan de voldoende voor-
waarde over gans R. (+Bewijs)

(+Bewijs)

. _ x T
sinx = x—g—i-a—
_ 22 xt

cosxr = —E—FZ—...
2 3

z _ r .o

e’ = 1+x+2!+3!—|—
- B 3 o

sinhx = $+§+ﬁ+"'
2 4
x x

coshx = 1+§+I+'”

Uit de binomiaalreeks
Stelling: Voor «, ook € R\N geldt Vx € |—-1,1[: (+Bewijs)

—1 —1)...(a—n+1
(1+:c)‘“=1+aa:+a(a2)x2+...+a(a )n‘(a nA Doy

Stelling: Als a > 0, ook voor —1 < x < 1 conv, absoluut en gelijkmatig in
[—1,1]. (+Bewijs)

Hieruit kunnen we (met a = _71) de ontwikkeling afleiden voor —=

Vitz?’

€en zo

ook — — arcsinz — arccosz en argsinh z.

1
1—22
11 Fourierreeksen

Startvraag: kan iedere f ontwikkeld worden in sinussen en cosinussen?

11.1 De Singuliere Integraal van Dirichlet

Stelling (Hulpstelling van Riemann): Als [ integreerbaar is over [a,b]:
(4+Bewijs)

b
T . _
)\—1>r—ir-loo/a f(x)sin Az dx =0

DEF f is stuksgewijze Lipschitzcontinu over [a,b] met een partitie 7
als 3C > 0 : |f(z) — f(2')| < Clz — 2’| voor alle z en 2’ binnen eenzelfde
deelinterval van .

Stelling: Als stuksgewijze Lipschitzcontinu, dan: (+Bewijs)
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o Gelijkmatig continu in ieder deelinterval
o f(a+), f(b—), f(x—), f(z+) bestaan voor alle z.
e Integreerbaar

Stelling: Onderstaande schrijfwijzen van Dy, (kernfunctie van Dirichlet) zijn

gelijk. (+Bewijs)
sin (k: + %) x)

3 T
S11 3

1 /1 1
— §+cosx+0052x+...+coskx = —

T 2
Stelling (De Singuliere Integraal van Dirichlet of de zeefeigenschap):
(+ Niet vanzelfsprekend bewijs)

f stuksg. L-continu over [—m, 7| = klim Dy = w
—40 ) g

11.2 Convergentie van Fourierreeksen
De Fourierreeks van f is de reeks

50 +7;ancosnm + b, sinnz
waarbij a, 1= + [T f(u) cos nu du
en by, := = [T f(u)sinnu du.
Wanneer zal de Fourierreeks nu conv — f7
Stelling (Convergentiestelling van Fourrierreeksen voor periodieke
functies): Als f stuksgewijze Lipschitzcontinu is over |[—mw,m| en f is 2m-
periodiek, dan geldt Vx: (+Bewijs, niet simpel)

flz+) + f(z—)
2

ap
2

+ Zancosna: + b, sinnzx =

n=1

Als f stuksgewijze Lipschitzcontinu is:
DEF f7™ is de periodieke uitbreiding van f == f/|—rx Voort-
gezet met periode 2.

DEF f™" is de genormaliseerde periodieke uitbreiding van f
= VreR: f(x+)+f(ﬂ? )|

= Convergentlestelhng van Fourrierreeksen voor periodieke func-
ties:
ag
5 + Z ap cosnx + b, sinnx = f™
Uitbreiding: met [—L, L] ipv [—m, 7].
g COS d
=7 / f(u) sin nu— U

n=1

. T
0y Z ap COS nmz + b, sin nxz

n=1
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12 Lineaire differentiaalvergelijkingen en stelsels

12.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

(@) +a(@)y(@) = R(z)
y'(2) +a(@)y() = 0

De laatste vergelijking is de homogene gedaante van de eerste.
Stelling (Bestaan en enigheid): Als U een open interval is dat xo bevat,
met a en R continue functies over U en o € R, dan heeft

y'(m) +a(x)y(z) = R(z), y(zo) =«

guist 1 oplossing over U, namelijk: (+Bewijs)

gpze_fa<c+/Refa>

Stelling: Als de oplossing van de homogene een nulpunt heeft over U, dan
is ze daar identisch 0. (4+Bewijs)

12.2 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde,
veranderlijke coéfficiénten

De homogene vergelijking

y' +ay +by=0

Hierin zijn a en b reéle functies die afthangen van x, maar genoteerd a en b
ipv a(z) en b(x).
1 en o kunnen twee oplossingen zijn, dan wordt de functie

Y1 P2
/ !

Wi, edefinieerd als
(p1:02) 8 Y1 $2

Stelling: Als W (p1,2) een nulpunt heeft, dan = 0. (4+Bewijs)

DEF 1 en 9 zijn twee onafhankelijke oplossingen als W (p1, ¢2) # 0 in
heel het interval.
Hulpstelling: (+Bewijs)
fHIf+T2f+T3f+...

voor

convergeert puntgew. in heel U
conv. gelijkmatig in elk compact interval K 3 xg

If(x) := /I: f@)dt,  Jf(z):= —a(x)lf(x) = b(z) (I(1f)) (z)
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Stelling: Fen stel onafhankelijke oplossingen van y" + ay’ + by = 0 wordt
gegeven door: (+Bewijs)

+00
pr = 1-I*>J"%
n=0

+00
py = z—I2ZJ"(a+bz)
n=0

Stelling (Verlaging van de orde): Als p1 een nulpuntloze oplossing, dan
wordt een tweede oplossing 2, onafhankelijk van @1, gegeven door: (+Be-
wijs)

1
e [
prel @

Stelling (Bestaan en enigheid): De vergelijking y" + ay’ + by = 0 heeft

y(wo) = @
Y (x0) =0~

C1p1 + Cc1p2

Juist 1 oplossing voor { namelijk (+Bewijs)

Stelling:  Oplossing ¢ van de homogene met afgeleide en waarde tegelijk
0= ¢ =0 over U. (+Bewijs)

Stelling: 1,2 onafhankelijke oplossingen = {c11 + capalci, co € R} is de
gehele oplossingenverzameling. (4+Bewijs)

De niet-homogene vergelijking

' +ay +by =R

Waarbij R geschreven wordt voor R(x), een continue functie over U. Ver-
rassend feit:

Stelling (Variatie van de constanten): Als o1 en ps onafh oplossingen
zign van de homogene, wordt een oplossing van de niet-homogene gegeven
door (+Bewijs)

1R o R
= 902/7 - 801/7
W(p1,¢2) W (1, 2)
Stelling (Bestaan en enigheid): De vergelijking y" + ay’ + by = R heeft

y(wo) = «
Yy (vo) =3~

c1p1 + e + Y

juist 1 oplossing voor namelijk (+Bewijs)

Stelling: {c1o1 + cap2 + Y|c1,c2 € R} is de gehele oplossingenverzameling.
(+Bewijs)
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12.3 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde,
constante coéfficiénten

De homogene vergelijking

Yy +py +qy=0

22 + px + ¢ wordt de kenmerkende drieterm genoemd. De exponentiéle
van een complex getal wordt gedefinieerd als

; . !
et .= ¢%(cosb + isinb), zodat e’ = \e

Stelling: De oplossingenverzameling is afhankelijk van de nulpunten van de
karakteristieke drieterm en wordt gegeven door: (+Bewijs)
2x reéel — opl {eM?® M7}
Nulptn van 22 + pz + ¢ : toeg. complex — opl {e* cos bz, e® sin bx}
dubbelwortel ~ —  opl {e*, ze**}

De niet-homogene vergelijking

v +py'+qu=R

Analoog als bij de veranderlijke coéfficiénten: als ¢ en @9 gekend zijn (evt.
2 berekenen door verlaging van de orde), dan kan 1) gevonden worden door
variatie van de constanten. In een speciaal, maar veelvoorkomend geval kan

p1 R o (PQR ..
1 zelfs gevonderll worden zonder @9 [ Wienes) — P1 J Wior,ea)’ namelijk als
R van de vorm is

e (C(x) cosbx + S(z) sin bx)

of als de constanten ook complex mogen zijn:
er (co + T+ e 4.+ cNacN)

De oplossingen worden door twee stellingen gegeven, de complexe hulpstel-
ling en de reéle variant. De oplossingen zijn afhankelijk van ¢, die al dan
niet een wortel is van de kenmerkende drieterm.

Stelling: De oplossingen van

y' +py 4+ qy = e~ (Co+61$+621}2+...+CN$N)

worden gegeven door: (+Bewijs)
c is geen wortel —  opl e** (do +dix+...+ deN)
c is enkelv wortel —  opl ze* (do +diz+...+ deN)
c is dubbelwortel —  opl z2e* (do +dix+...+ dN:cN)

Y 3 N+2
— oo (Co% +ak +... +CN(Nf1)w)'
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De volgende stelling is de reéle versie van de voorgaande stelling, en verloopt
vrij analoog.

Stelling (Onbepaalde coéfficiénten): De oplossingen van y" + py' + qy =
e (C(x) cosbx + S(x) sinbx) worden gegeven door: (+Bewijs)

a + ib is geen wortel ~ —  opl e (Cy(x) cos bx + Sp(z) sin bx)

a + ib is enkelv wortel —  opl ze® (Cy(z) cos bz + Sp(x) sin bx)

a is de dubbelwortel ~ —  opl e* (2x geintegr van C(z) van 0 — x)

Waarbij Cy(x) en Sp(x) veeltermen zijn met

max{grCy, grSo} = max{grC, grS}
12.4 Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde, constante coéfficiénten

() + anyi(x) + arpy2(x) + ... + aipyn(x) = Ri(x), yi(xo) = g
(7) + a21y2(7) + ag2ya(w) + ... + a2nyn(x) = R2(z), y2(w0) = a2

)

!
1
/
Y2

y;(x) + anlyn(x) + an2y2($) +...+ annyn(x) = Rn(w)7 yn(x()) = Qp

Dit kan in matrixnotatie geschreven worden, met A een reéle n x n-matrix
en alle ~ kolommatrices:

— — — -

y'(x) + Ay(z) = R(z), y(wo) =a

Stelling: De oplossing van voorgaand stelsel is, mits de juiste definitie voor
exponentiéle van een matriz en voor de hand liggende definities: (+Bewijs)

p(z) = e A" (8+ / AT R(2) dm)
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