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Ten geleide

Beste lezer van deze samenvatting,

Wat u op dit moment leest is een samenvatting van de cursus Wiskundige
Analyse I van de faculteit Wetenschappen van de Universiteit Gent, aca-
demiejaar 2006-2007, gegeven door prof. dr. Christian Impens in eerste
bachelor wiskunde en fysica. Ik heb gepoogd om, als hulp voor studenten
wiskunde en fysica, de cursus van 193 pagina’s verkort en toch vlot weer te
geven.

Dit LATEX-document is dus bedoeld om antwoord te geven op de vraag
wat er in de cursus staat, als de overvloed aan bewijzen die 70% van de
ruimte in de cursus innemen je de bomen door het bos niet meer doet zien.
Daarom koos ik voor de weglating van bewijzen, maar het behoud van de
stellingen. Verder heb ik geopteerd om geen referenties te gebruiken om-
dat het de leessnelheid sterk reduceert als een samenvatting zinnen bevat
zoals ”Door stelling 12.4.3.1 herleidt (12.35) zich tot (12.36)”. Niet alles
van bemerkingen en beperkingen is opgenomen; vaak zijn bijvoegsels zoals

”over het interval U” weggelaten. Het is niet de bedoeling om volledig te
zijn, eerder om een samenvattend beeld te geven. Daarom is ook niet alles
uitgelegd, bijvoorbeeld dat ı de identieke afbeelding x ÞÑ x voorstelt. Voor
grondigere definities, onuitgelegde begrippen, bewijzen en nog veel meer wat
niet opgenomen is in deze samenvatting verwijs ik graag naar de cursus van
prof. Christian Impens.

Alvast veel succes met de examens!

Met vriendelijke groet,
Bert Seghers
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stante coëfficiënten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
12.4 Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde,
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Inleiding

Notaties en definities

� is strikte inclusie, samenvallen onmogelijk.
Definitieverzameling = domein = Df

Waardenverzameling � B in AÑ B-afbeelding, wel �
Restricties, aftelbaarheid, reële, complexe, rationale, nietnegatieve functies.

Logica

Implicatie, contrapositie, nodig en voldoende, onderstelde, gestelde, bewijs,
volledige inductie

1 Drie getallenvelden

1.1 Rationaal en reëel

N,Z,Q en zelfs pQ,�, �,¤q is een totaal geordend veld
Maar met gaten! ñ
Stelling: er bestaat geen rationaal getal met kwadraat 2 (+Bewijs)
Bovengrens, ondergrens, begrensd, grootste element of maximum, minimum,
supremum, infimum
Stelling (Dedekind): R bestaat, heeft alle eigenschappen en vertoont geen
gaten, mits supremumprincipe: elke naar boven begrensde deelverzameling
van R heeft een supremum.
Stelling: twee verzamelingen met elementen x   y ñ Dξ : x ¤ ξ ¤ y (+Be-
wijs)
Stelling: Tussen twee reële getallen liggen oneindig veel rationale en onein-
dig veel irrationale. (+Bewijs)
Stelling: ω � supX ô @x : x ¤ ω ^ @ε ¡ 0 : Dx met ω � ε   x. (+Be-
wijs)
 Stelling: @x : Dy : x ¤ y ñ supX ¤ supY. (+Bewijs)
 Stelling: X � Y ñ supX ¤ supY (+Bewijs)
 Stelling: suppX � Y q � supX � supY (+Bewijs)

 Stelling: suppcXq

{
� c supX pc ¡ 0q
� c infX pc   0q

(+Bewijs)

 Stelling: suppXY q � supX supY voor X en Y bestaande uit nietnega-
tieve getallen (+Bewijs)

Stellingen:

suppf � gq ¤ sup f � sup g
infpf � gq ¥ inf f � inf g

suppfgq ¤ sup f sup g
infpfgq ¥ inf f inf g

(+Bewijzen)

Stelling: |fpxq � fpx1q|   C @a ¤ x, x1 ¤ bñ sup
ra,bs

f � inf
ra,bs

f ¤ C (+Bewijs)
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Negen soorten intervallen, drie soorten grenzen (r, s,8)
Stelling: V is een interval ô Elk punt tussen twee punten van V behoort tot
V. (+Bewijs)

1.2 Het complex getallenveld

Complex getal = koppel reële getallen px, yq met x reëel deel en y imaginair
deel. Imaginaire getallen gelijk als delen gelijk.
Imaginaire eenheid, i2 � �1, inversie, complex toegevoegde.
Stelling: Het veld C kan onmogelijk geordend worden. (+Bewijs)

2 Reële rijen

2.1 Elementaire theorie

Reële rij pxnq = x1, x2, . . .
DEF convergentie van pxnq naar a

xn Ñ aô p@ε ¡ 0qpDN P Nqp@n P Nqpn ¥ N ñ |xn � a|   εq

DEF divergentie van pxnq naar �8

xn Ñ �8ô p@M P RqpDN P Nqp@n P Nqpn ¥ N ñ xn ¡Mq

Stelling: De limiet van een convergente rij is uniek. (+Bewijs)
Stelling: Elke convergente rij is begrensd. (+Bewijs)
Stelling (Insluitstelling): Als xn ¤ yn ¤ Xn en xn Ñ a en Xn Ñ a, dan
ook yn Ñ a (+Bewijs)
Stelling: Limiet van een som is som van de limieten voor rijen. (+Bewijs)
Stelling: xn Ñ 0^ yn begrensd ñ xnyn Ñ 0 (+Bewijs)
Stelling: xn Ñ a^yn Ñ bñ xnyn Ñ ab (Limiet product = product limieten)
(+Bewijs)
Stelling: Absolute waarde limiet is limiet absolute waarde (+Bewijs)
Stelling: xn Ñ a � 0 ñ xn � 0 vanaf een zeker rangnummer en 1

xn
Ñ 1

a
(+Bewijs)
Stelling: xn ¥ 0@n, xn Ñ a, dan a ¥ 0 (+Bewijs)
Stelling: Als alle termen van een convergente rij in ra, bs liggen, ligt ook de
limiet daarin. (+Bewijs)

2.2 Stelling van Bolzano-Weierstrass

Stelling: xn stijgend en naar boven begrensd ñ convergent met limxn �
supxn (+Bewijs)
Stelling: Elke deelrij van een convergente rij is zelf convergent naar dezelfde
limiet als de oorspronkelijke. (+Bewijs)
Stelling: Elke rij heeft een monotone deelrij! (+Bewijs)
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Stelling (Stelling van Bolzano-Weierstrass): Als alle rijtermen in ra, bs
liggen, dan bestaat er een deelrij die convergeert naar een punt uit ra, bs.
(+Bewijs)
Stelling (Kenmerk van Cauchy): xn convergeert ô p@ε ¡ 0qpDNε P
Nqp|xn � xm|   ε als n ¡ Nε,m ¡ Nεq (+Bewijs)
Stelling (Stelling van de vernestelde compacte intervallen): Is dit een
rij van compacte interval met de eigenschap: ra1, b1s � ra2, b2s � ra3, b3s �
. . ., dan is

⋂
nPNran, bns niet ledig, m.a.w. er bestaat een reële ξ die tot alle

intervallen behoort. Als bovendien limpbn � anq � 0, dan is die ξ uniek en
gelijk aan lim an � lim bn. (+Bewijs)
Stelling (Cantor): Een compact interval is niet aftelbaar, en bijgevolg ook
R niet(Geen bewijs)

3 Limieten van functies

Omgeving, basisomgeving, open bal, ophopingspunt.
DEF L is de limiet van fpxq voor xÑ a

lim
xÑa

fpxq � Lô p@ε ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@x P Dqp0   |x�a|   δ ñ |fpxq�L|   εq

Stelling (Rijenkenmerk voor limieten):(+Bewijs)

lim
xÑa

fpxq � Lô @rij xn Ñ a : rij fpxnq Ñ fpaq

Stelling: Limiet bestaat ñ linkerlimiet en rechterlimiet bestaan en zijn gelijk
(en omgekeerd) (+Bewijs)
Stelling (Eigenschap van limiet): L bestaat ñ D doorprikte omgeving:
fpxq begrensd (+Bewijs)
Stelling (Eigenschap van positieve limiet): L ¡ 0 ñ D doorprikte om-
geving: fpxq ¡ 0 (+Bewijs)
DEF fpxq divergeert naar �8 voor xÑ aô
p@M P RqpDδ ¡ 0qp@x P Dqp0   |x� a|   δ ñ fpxq ¡Mq
Toepassing: lim�8 x

n � �8 en alle veeltermfuncties ook naar �8.

4 Continüıteit

4.1 Continüıteit in een vast punt

DEF fpxq continu in aô
p@ε ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@x P Dqp|x� a|   δ ñ |fpxq � fpaq|   εq
Alle soorten stellingen van limieten uitgebreid naar continüıteit met fpaq �
L
Stellingen: bewerkingen op continue functies = continu; veeltermfuncties
altijd continu, samenstelling van zo’n functies continu, behoud van teken
(+Bewijsjes)
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4.2 Continüıteit over een verzameling

DEF fpxq continu over verzameling Aô f{A continu ô
p@x P Aqp@ε ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@t P Aqp|t� x|   δ ñ |fptq � fpxq|   εq
Stelling: De volgende uitdrukkingen van continüıteit zijn equivalent (+Be-
wijs)

p@x Psa, brqp@ε ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@x Psa, brqp|t� x|   δ ñ |fptq � fpxq|   εq

p@x Psa, brqp@ε ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@x P Df qp|t� x|   δ ñ |fptq � fpxq|   εq

Stelling: f continu over ra, bs ô continu over sa, br, rechtscontinu in a en
linkscontinu in b (+Bewijs)
Stelling (Speciaal geval van tussenwaardestelling, voor 0): (+Bewijs)

a   b, fpaqfpbq   0, f continu over ra, bs ñ Dc Psa, br: fpcq � 0

Stelling (Tussenwaardestelling van Bolzano): f continu over interval
I. Elk getal tussen twee functiewaarden is zelf functiewaarde van getal in
f{I. (+Bewijs)
Definities van (strikt) stijgend,... en inverse functies
Stelling van inversie van continue strikt monotone functies:
Functie strikt stijgend

dalend en continu over interval I ñ Er bestaat een inverse

strikt stijgend
dalend en continu over fpIq. (+Bewijs)

Stelling (Extremumstelling van Weierstrass): f{ra, bs continu over dit
compact interval ñ f/[a,b] bereikt minimum en maximum m.a.w. Dx1, x2 P
ra, bs : @x P ra, bs : fpx1q ¤ fpxq ¤ fpx2q (+Bewijs)
continüıteit vs. gelijkmatige continüıteit:

p@x P Aqp@ε ¡ 0qpDδx,ε ¡ 0qp@x1 P Aqp|x� x1|   δ ñ |fpxq � fpx1q|   εq

p@ε ¡ 0qpDδε ¡ 0qp@x P Aqp@x1 P Aqp|x� x1|   δ ñ |fpxq � fpx1q|   εq

Stelling van Heine: f continu over compact interval ñ automatisch gelijk-
matig continu (+Bewijs)

5 Afleidbaarheid

5.1 Afgeleiden van de eerste orde

f afleidbaar ô Dα, r : fpa� hq � fpaq � αh� hrphq met rphq Ñ 0 als h Ñ 0

Stelling: afleidbaar in añ continu in a. (+Bewijs)
Stelling, eigenschap van positieve afgeleide: f 1paq ¡ 0 ñ Dδ ¡ 0 : @a   x  
a� δ : fpxq ¡ fpaq en a� δ   x   a : fpxq   fpaq (+Bewijs)

Rekenregels: (+Bewijs)

pf � gq1paq = f 1paq � g1paq
pfgq1paq = f 1paqgpaq � fpaqg1paq

f

g
paq =

f 1paqgpaq � fpaqg1paq

g2paq
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Stelling, kettingregel: f aflb in a, g in fpaq, F � gpfpxqq ñ F 1pxq � g1pfpxqq�
f 1pxq (+Bewijs)
Stelling voor het afleiden van de inverse (+Bewijs)

ϕ1pfpcqq �
1

f 1pcq

Stelling, nodige voorwaarde voor extremum van Fermat: lokaal extremum +
aflb in añ f 1paq � 0 (+Bewijs)
Stelling (Middelwaardestelling): Dc Psa, br: fpb�q� fpa�q � pb� aqf 1pcq
(+Bewijs: Rolle + Lagrange)
Stellingen over (strikt) stijgen/dalen en teken afg. (+Bewijs adhv middel-
waardestelling)
Stelling (Veralgemeende middelwaardestelling): (+Bewijs)

fpb�q � fpa�q

gpb�q � pa�q
�
f 1pcq

g1pcq

Stelling, De l’Hôpital (+Bewijs)

lim
xÑa�

f 1pxq

g1pxq
� A P R ñ lim

xÑa�

fpxq

gpxq
� A

Toepassing: zelfde stelling, maar met f en g Ñ �8 als xÑ �8 (+Bewijs)

5.2 Afgeleiden van hogere orde

over klassen C1, Cn, C8

6 Integratie

6.1 Onderintegraal, bovenintegraal, integraal

Partitie π: genummerde eindige deelverzameling van interval.

Bovensom Sπpfq �
m∑

k�1

sup
Ik

f`k

Ondersom sπpfq �
m∑

k�1

inf
Ik

f`k

Bovenintegraal
∫

a

b

f inf Sπ

Bovenintegraal
∫

a

b

f sup sπ

Stelling: Voegt men partitiepunten toe, wordt de bovensom niet groter en de
ondersom niet kleiner (+Bewijs)
Stelling: Willekeurige ondersom ¤ willekeurige bovensom (+Bewijs)
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DEF
∫
�
∫
ñ integreerbaar,

∫
is gemene waarde.

Stelling: Integreren is een lineaire operatie: (+Bewijs)∫ b

a
cf � c

∫ b

a
f,

∫ b

a
f � g �

∫ b

a
f �

∫ b

a
g

Stelling van positiviteit van de integraal: (+Bewijs)

@a   x   b fpxq ¥ 0 ñ
∫ b

a
f ¥ 0

Stelling van monotoniteit van de integraal: (+Bewijs)

@a   x   b fpxq ¤ gpxq ñ

∫ b

a
f ¤

∫ b

a
g

Stelling van additiviteit van de integraal:
∫ b
a f �

∫ c
b f �

∫ c
a f (+Bewijs, eerst

hulpstelling van boven- en onderintegraal)
Stelling: Integreerbaar over interval I ñ ook over deelinterval J (+Bewijs)
Stelling: fpxq ¥ 0 over I{J ñ

∫
J f ¤

∫
I f (+Bewijs)

Stelling: f integreerbaar, maar gewijzigd in een eindig aantal punten blijft
integreerbaar en

∫
verandert niet (+Bewijs)

6.2 Het kenmerk van Darboux

Stelling van Darboux: Integreerbaar ô @ε ¡ 0, Dπ, Sπ � sπ   ε (+Bewijs)
Stelling: continu over sa, br met eenzijdige limieten in de uiteinden of con-
tinu over ra, bs ñ integreerbaar (+Bewijs)
DEF f�, f�

Stelling: f�, f�, |f | integreerbaar als f integreerbaar en: (+Bewijs)∣∣∣∣∣
∫ b

a
f

∣∣∣∣∣ ¤
∫ b

a
|f |

Stelling: f en g integreerbaar ñ ook fg (+Bewijs)

6.3 Integraal met veranderlijke bovengrens - eerste hoofd-
stelling

Stelling (Continüıteit van een integraal met veranderlijke boven-
grens): f integrb over sa, brñ F pxq :�

∫ x
x0
f continu over sa, br.

Stelling (Eerste hoofdstelling): D�F ptq � fpt�q dus F 1ptq � lim
uÑt

fpuq

(+Bewijs)
DEF Primitieve F van f : F 1 � f , notatie F �

∫
f
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6.4 Tweede hoofdstelling

Stelling (Tweede hoofdstelling, integratie van een afgeleide): (+Be-
wijs) ∫ b

a
f 1 � rf sba :� fpb�q � fpa�q of

∫ b

a
f �

[∫
f

]b
a

6.5 partiële integratie en substitutie

ãÑ Bewijzen vragen veel voorwaarden!
Stelling:

∫ b
a fg

1 � rfgsba �
∫ b
a gf

1 (+Bewijs)
Stelling (grens-naar-grens-transformatie): (+Moeilijk bewijs)∫ b

a
fpθxqθ1x dx �

∫ θpbq

θpaq
fpyq dy

Stelling:
∫ b
a fpxqdx �

∫�a
�b fp�yqdy

Stelling: f integreerbaar over sa, br (periode b � a) ñ overal integreerbaar,∫ b
a f �

∫
over lengte periode (+Bewijs)

7 Elementaire functies en praktische integratie-
technieken

Voor integratie heeft men genoeg aan veeltermen,
∫ 1

x en
∫ 1

1�x2 .

7.1 De hyperbolische familie

7.1.1 De logaritme

DEF lnx :�
∫ x

1

dt

t
R� Ñ R

Stelling: lnx � 1 ñ x � 2, 6   e   2, 8 (+Bewijs)
Stelling: lnpxyq � lnx� ln y (+Bewijs)
Stelling: 1� 1

x ¤ lnx ¤ x� 1 (+Bewijs)

7.1.2 De exponentiële

DEF expx :� ln�1 R Ñ R�

Stelling: Onbepaald afleidbaar en exp1 � exp (+Bewijs)
Stelling: expx exp y � exppx� yq (+Bewijs)
Stelling: 1� x ¤ expx ¤ 1

1�x (+Bewijs)
Stelling: lim8

veelterm
exp � 0 (+Bewijs)
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7.1.3 De machtfuncties

DEF xy :� ey ln x 0a :� 0

Stelling: ax1 � ax ln a xa1 � axa�1 (+Bewijs)

DEF n
√
a :�

{
a

1
n als a ¡ 0, n P N�

�p�aq
1
n als a   0, n P 2N�

Stelling van Euler: limtÑ�8
(
1� x

t

)t
� ex (+Bewijs)

7.1.4 De hyperbolische functies

sinhx :�
ex � e�x

2
coshx :�

ex � e�x

2
tanhx :�

e2x � 1
e2x � 1

Stelling: cosh2� sinh2 � 1 (+Bewijs)
Stelling: coshpx� yq � coshx cosh y � sinhx sinh y (+Bewijs)
Stelling: sinhpx� yq � sinhx cosh y � coshx sinh y (+Bewijs)

sinh1 x � cosh cosh1 x � sinh tanh1 x �
1

cosh2

7.1.5 De inverse hyperbolische functies

arg sinhx � lnpx�
√
x2 � 1q �

∫ 1√
x2 � 1

arg coshx � lnpx�
√
x2 � 1q �

∫ 1√
x2 � 1

arg tanhx � ln

√
1� x

1� x
�

∫ 1
1� x2

7.2 De goniometrische familie

7.2.1 De arcustangens

DEF arctanx :�
∫ x

0

dt

1� t2
R Ñ R

Stelling: x
1�x2 ¤ arctanx ¤ x (+Bewijs)

Stelling: arctanx� arctan 1
x �

{
�π

2 x   0
π
2 x ¡ 0

(+Bewijs)

Stelling: arctan strikt Õ met asymptoten:
�8 �π

2
�8 π

2

(+Bewijs)
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7.2.2 De tangens

DEF tanx :� arctan�1 @ x P

]
�
π

2
,
π

2

[

DEF tanpx� kπq :� tanx R \p2 Z�1q
π

2
Ñ R

Stelling: tanx �
2 tan x

2

1� tan2 x
2

(+Bewijs)

Stelling: tan1 x � 1� tan2 x (+Bewijs)

7.2.3 De sinus en cosinus

DEF sinx :�

{ 2 tan x
2

1�tan2 x
2

0
cosx :�

{
1�tan2 x

2

1�tan2 x
2

@x P R\p2 Z�1qπ
2

�1 @x P p2 Z�1qπ
2

Allemaal basiseigenschappen van sinus en cosinus kunnen bewijzen adhv ↑.
Stelling: sinpx� yq � sinx cos y � cosx sin y (+Bewijs)
Stelling: cospx� yq � cosx cos y � sinx sin y (+Bewijs)
Stelling: sinpx� yq � sinx cos y � cosx sin y (+Bewijs)
Stelling: cospx� yq � cosx cos y � sinx sin y (+Bewijs)
Stelling, formule van de Moivre: pcosx�i sinxqn � cosnx�i sinnx (+Be-
wijs)
Stelling, ongelijkheid van Jordan: 2x

π   sinx   x 0   x   π
2 (+Bewijs)

Stelling:

{
cos θ � α
sin θ � β

met α2 � β2 � 1 heeft juist 1 oplossing in elk

halfopen interval met lengte 2π. (+Bewijs)
Toepassing: poolcoördinaten
Modulus van x � iy � z P C �

√
x2 � y2. Vandaar ook goniometrische

voorstelling van z � |z|pcos θ � i sin θq.
Complexe wortels uit ζn � z0 � |z0|pcos θ0 � i sin θ0q :

ζ0 � n

√
|z0|

(
cos

θ0
n
� i sin

θ0
n

)
ζ1 � n

√
|z0|

(
cos

θ0 � 2π
n

� i sin
θ0 � 2π

n

)
ζ2 � n

√
|z0|

(
cos

θ0 � 4π
n

� i sin
θ0 � 4π

n

)
...

ζn�1 � n

√
|z0|

(
cos

θ0 � 2 (n� 1)π
n

� i sin
θ0 � 2 (n� 1)π

n

)
(+Bewijs van uniciteit)
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7.2.4 De overige cyclometrische functies

arcsin :� sin |r�π
2
, π
2
s
�1 r�1, 1s Ñ r�π

2 ,
π
2 s arcsin1 x �

1√
1� x2

arccos :� cos |r0,πs
�1 r�1, 1s Ñ r0, πs arccos1 x � �

1√
1� x2

arcsinx� arccosx � π
2

7.3 Formules van Stirling en Wallis

Veelvoorkomende integralen, nodig voor de stelling van Wallis: (+Bewijs)∫ π
2

0
cos2n �

2n� 1
2n

2n� 3
2n� 2

� � �
3
4

1
2
π

2∫ π
2

0
cos2n�1 �

2n
2n� 1

2n� 2
2n� 1

� � �
4
5

2
3

Stelling van Wallis: (+Bewijs)

1√(
n� 1

2

)
π

 
1 � 3 � 5
2 � 4 � 6

� � �
2n� 1

2n
 

1√
nπ

Stelling van Stirling: De rij
n!en

nn� 1
2

is strikt dalend en convergent naar
√

2π.

Voor grote waarden is dan ook n! �
√

2πn
(

n
e

)n
. (+Bewijs)

7.4 Praktische integratietechnieken

Men kan integreren mits kennis van bekende integraaltypes, partiële inte-
gratie, substitutie en splitsen in partieelbreuken.

Bekende belangrijke onbepaalde integralen

 De meeste verondersteld gekend
 Bij |x|: correct afleiden, vermenigdvuldigen met het teken

(
� |x|

x

)
.



∫
dx

sin2 x
� �

1
tanx



∫
dx

sinx
� � arg tanhpcosxq � ln

∣∣∣∣tan
(
x

2

)∣∣∣∣


∫
dx

cosx
� arg tanhpsinxq � ln

∣∣∣∣tan
(
x

2
�
π

4

)∣∣∣∣
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afg sinx cosx tanx

cosx � sinx
1

cos2 x

h coshx sinhx
1

cosh2 x

arc
1√

1� x2
�

1√
1� x2

1
x2 � 1

arg h
1√

x2 � 1
1√

x2 � 1
1

1� x2

Alles is op te lossen

Stelling: Alle integralen van rationale functies kunnen uitgedrukt worden
d.m.v. rationale, ln en arctan. (+Bewijs: deling, splitsen in partieelbreu-
ken)
Stelling: De volgende functies kunnen door substituties herleid worden tot
rationale integranda: (+Bewijs)

Rpx, k

√
ax�b
cx�dqdx Rpeaxqdx

Rpx,
√
ax2 � bx� cqdx Rpsinx, cosxqdx

Exponentiële � veelterm

Stelling: Het gedrag van
∫

exp �veelterm van n-de graad is te voorspellen,
namelijk (+Bewijs)∫

eµxP pxqdx � eµx
(
cn
µ
xn � termen van lagere graad

)

Eerstegraadsdifferentiaalvergelijkingen met gescheiden verander-
lijken

gpypxqq � y
1
pxq � fpxq

Gemakkelijk op te lossen door y1pxq � dy
dx , waaruit gpyqdy � fpxqdx of zelfs∫

gpyqdy �
∫
fpxqdx�C. Eventuele beginwaarden invullen om C te bepalen.

14



8 Complexe reeksen

8.1 Twee aanvullingen over rijen

8.1.1 Boven- en onderlimiet

Vanaf nu 2 getallen i.p.v. 1 associëren met begrensde rij, waarvoor L1� ε  
xn   L2 � ε.
Constructie: Dalende rij van suprema: sup{x1, x2, x3, . . .}

sup{x2, x3, . . .}
sup{x3, . . .}

lim
nÑ�8

:� lim
nÑ�8

sup
k¥n

xk � inf
nPN

sup
k¥n

xk

lim
nÑ�8

:� lim
nÑ�8

inf
k¥n

xk � sup
nPN

inf
k¥n

xk

Stelling (Hoofdeigenschap): (+Bewijs)

@ε P R, DN P N, @n ¡ N : xn   limnÑ�8 � ε

Stelling: een rij is conv plimLq ô lim � lim � L. (+Bewijs)
Rekenregeltjes voor lim en lim (+Bewijs)

8.1.2 Convergentie van complexe rijen

De theorie voor reële rijen kan uitgebreid worden naar complexe, alleen voor
het kenmerk van Cauchy is nodig:
Stelling van de convergente complexe deelrij: elke rij uit B̄p0, Rq heeft een
convergente deelrij Ñ z0 P B̄p0, Rq (+Bewijs)
Driehoeksongelijkheid voor complexe getallen: || z1| � |z2|| ¤ |z1 � z2| ¤
|z1| � |z2|

8.2 Convergentie van complexe reeksen

Definitie en onderscheid tussen rij, reeks, reekssom.

Stelling: Een reële reeks
∑
xn, xn ¥ 0

conv ô sn ¤M
div ô sn ¥M

(+Bewijs)

Stelling:
∑
zn conv ñ zn Ñ 0 (+Bewijs)

De complexe meetkundige reeks

∑
n¥0

ρn

 conv ô |ρ|   1 (+ Bewijs)


�8∑
n�0

ρn �
1

1� ρ
(+ Bewijs)

 1� ρ� ρ2 � . . .� ρn�1 �
1� ρn

1� ρ
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Stelling (Grote convergentieregel van Cauchy): (+Bewijs)∑
zn conv ô |zn�1 � zn�2 � . . .� zn�p|   ε als n ¡ N en p P N

Absolute convergentie: als
∑
|zn| ook conv is.

Stelling: Haken plaatsen is OK, weglaten of verplaatsen niet (+Bewijs)
Omschikking: termen van plaatsen veranderen, elke term an juist 1� in
reeks

∑
bn.

Stelling: Omschikking heeft geen invloed op convergentie en reekssom van
absoluut convergente reeksen. (+Bewijs)

8.3 Convergentieregels voor reële reeksen zonder negatieve
termen

8.3.1 Drie convergentieregels door vergelijking

Majoratie:
∑
xn wordt gemajoreerd door

∑
x1n, of

∑
xn !

∑
x1n als xn ¤

K � x1n vanaf een zeker rangnummer.
Stelling (Majorantenregel): (+Bewijs)∑

xn !
∑

x1n,
∑

x1n conv ñ
∑

xn conv.

Stelling (Quotiëntregel): (+Bewijs)

lim
nÑ�8

xn

yn
� A P R   0

∑
xn conv ô

∑
yn conv

� 0
∑
yn conv ñ

∑
xn conv

Stelling (Vergelijking van groeisnelheid): (+Bewijs)

xn�1

xn
¥
yn�1

yn
vanaf zeker rangnummer:

∑
xn conv ñ

∑
yn conv

8.3.2 Vier grote convergentieregels

Stelling (Integraaltest van Cauchy): f dalend en naar beneden begrensd

met
sn: partieelsom functiewaarden
In: integraal van f van 1 tot n.

ñ De verschilrij psn� Inq is dalend en convergent naar lim P rondergrens,
fp1qs.
ñ

∑
n¥1 fpnq conv ô In conv. (+Bewijs)

De hyperharmonische reeks


∑
n¥0

1
np

 Toepassing integraaltest: conv ô p ¡ 1 (+ Bewijs)

 De harmonische
∑
n¥0

1
n

is divergent en stijgt zo vlug als lnx.
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 Voor n groot genoeg is
∑
n¥0

1
n
� lnx� γ

 γ � 0.5772 � de constante van Euler
Uitbreiding van bovenlimiet: kan ook �8 zijn als reeks onbegrensd is.
Stelling (Worteltest van Cauchy): (+Bewijs)

limnÑ�8
n
√
xn

  1
∑
xn conv

¡ 1
∑
xn div en xn Û 0

Stelling (Convergentieregel van D’Alembert): (+Bewijs)

lim
nÑ�8

xn�1

xn

  1
∑
xn conv

¡ 1
∑
xn div en xn Û 0

Stelling (Convergentieregel van Raabe): (+Bewijs)

lim
nÑ�8

n

(
xn

xn�1
� 1

)
¡ 1

∑
xn conv

  1
∑
xn div

De laatste drie convergentieregels hebben absolute varianten voor conver-
gentie van complexe reeksen. Vervang xn door |zn|.

8.4 Convergentie van reële wisselreeksen

Stelling (Kenmerk van Leibniz voor wisselreeksen): (+Bewijs)

p1 ¡ p2 ¡ . . .
pn Ñ 0

}
ñ

wisselreeks p1 � p2 � p3 � . . . convergent en reeks-
som tussen twee opeenvolgende partieelsommen.

9 Gelijkmatige convergentie

9.1 Gelijkmatige convergentie van rijen van functies

Puntsgewijze convergentie van functies:

@z P A : fnpzq Ñ fpzq notatie: fn
A
Ñ f

@z P A : @ε ¡ 0 : DNz,ε P N : @n P N : n ¥ Nz,ε ñ |fnpzq � fpzq|   ε

Voorbeeld: arctannx R
Ñ


π
2 x ¡ 0
0 x � 0
�π

2 x   0
De limietfunctie is niet continu.
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Gelijkmatige convergentie van functies (notatie fn
A
Ñ f):

@ε ¡ 0 : DNz,ε P N : @z P A :@n P N : n ¥ Nz,ε ñ |fnpzq � fpzq|   ε

Stelling (Overdracht van continüıteit): fn

ra,bs
Ñ f , elke beperking fn{ra,bs

continu ñ f{ra,bs continu. (+Bewijs)

Stelling (Omwisselen limiet en integraal): fn

ra,bs
Ñ f, x en x0 tussen a

en b (+Bewijs)

gnpxq �

∫ x

x0

fnptqdt gpxq �

∫ x

x0

fptqdt

dan gn

ra,bs
Ñ g, of

lim
nÑ�8

∫ x

x0

fnptqdt �

∫ x

x0

lim
nÑ�8

fnptqdt

9.2 Gelijkmatige convergentie van reeksen van functies

Reeks van functies: f1 � f2 � f3 � . . . �
∑
fn met sn � f1 � . . .� fn

Puntsgewijze conv sn
A
Ñ f @z : fpzq �

�8∑
n�1

fnpzq over A

Gelijkmatige conv sn
A
Ñ f @ε . . . : fpzq �

�8∑
n�1

fnpzq gelijkmatig over A

Eveneens overdracht van continüıteit en omwisselen
∑

en
∫
.

Stelling (M-test van Weierstrass):
∑
fn complexe functiereeks (+Be-

wijs)(
Dan : fnpzq ¤ an @z ^

∑
an conv

)
ñ
∑

fn gelijkmatig convergent

ñ om de gelijkmatige convergentie van reeksen van functies na te gaan.

10 Complexe machtreeksen

10.1 Puntsgewijze convergentie

Een machtreeks is een oneindige som van de vorm
∑�8

n¥0 anz
n waarbij an

constanten zijn en z complex of reëel kan zijn (dan meestal x).
Dit is een speciaal geval omdat, in de punten (z) waarvoor deze reeksen
convergent zijn, ze absoluut1 convergent zijn. De punten z liggen in een
schijf in het complexe vlak van Gauss.

1Uitzondering: dit geldt niet voor punten met modulus gelijk aan de convergentiestraal

18



De convergentiestraal

R :�
1

lim
nÑ�8

n

√
|an|

P r0,�8s

R wordt de convergentiestraal genoemd en Bp0, Rq de convergentieschijf.
Stelling: (+Bewijs)
R � 0 ñ

∑�8
n¥0 anz

n alleen convergent voor z � 0

0   R   8 ñ
∑�8

n¥0 anz
n absoluut convergent voor |z|   R

niet convergent voor |z| ¡ R
R � 8 ñ

∑�8
n¥0 anz

n over heel C convergent

Stelling: De convergentiestraal van
∑�8

n¥0 anz
n is limnÑ�8

∣∣∣ an
an�1

∣∣∣ als die
bestaat (+Bewijs)
Stelling: an begrensd ñ R ¥ 1 en an Û 0 ñ R ¤ 1 (+Bewijs)

Termsgewijze afgeleide van een machtreeks
�8∑
n¥0

anz
n :

�8∑
n¥1

annz
n�1

Stelling: Een complexe machtreeks en haar termsgewijze afgeleide hebben
dezelfde convergentiestraal (+Bewijs)
Hulpstelling:

∣∣∣ bn�an

b�a � nan�1
∣∣∣ ¤ |b� a|rn�2 npn�1q

2 (+Bewijs)
Stelling: De afgeleide van de limietfunctie is de limietfunctie van de terms-
gewijze afgeleide. (+Bewijs)
Stelling: De reekssom van een complexe machtreeks is P C�8 (+Bewijs)
Stelling: Het kan niet anders dan dat de coëfficiënten er als volgt uitzien:
(+Bewijs)

fpzq �
�8∑
n�0

anz
n ñ an �

f pnqp0q
n!

Termsgewijze integratie van een r
�8∑
n¥0

anz
n :

�8∑
n¥0

an
zn�1

n� 1

Stelling: Voor reële x geldt: (complexe integratie is complex) (+Bewijs)∫ x

0

(
8∑

n�0

ant
n

)
dt �

8∑
n�0

an
xn�1

n� 1

10.2 Gelijkmatige convergentie

Stelling: Complexe machtreeksen convergeren gelijkmatig over elke B̄p0, rq �
Bp0, Rq. (+Bewijs)
Wat met randpunten? Voor reële machtreeksen wordt in de cursus het trio
van Abel bewezen voor R � 1 en x � 1.
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Stelling (Ongelijkheid van Abel): Als p1 ¥ p2 ¥ . . . ¥ pN ¥ 0 en C 1s
willekeurige complexe getallen: (+Bewijs)

|p1C1 � p2C2 � . . .� pNCN | ¤ p1 �max{|C1|, |C1 � C2|, . . . , |C1 � . . . CN |}

Stelling (Convergentiestelling van Abel): Een reële machtreeks die conv
is in x � R � 1, is gelijkmatig convergent over r0, 1s. (+Bewijs)
Stelling (Limietstelling van Abel): Als reekssom conv in x � 1, dan

is de reekssom daar

(
�8∑
n�0

an

)
gelijk aan de limiet voor de limietfunctie

limxÑ1�

�8∑
n�0

anx
n (+Bewijs)

10.3 Taylorontwikkelingen

fpxq � a0 � a1x� a2x
2 � . . .� anx

n � . . . @x P I

De oneindige veelterm uit het rechterlid is de Taylorontwikkeling van f .
De coëfficiënten an zijn uniek bepaald, namelijk, f pnqp0q

n! .

Uit de meetkundige reeks

1
1� x

� 1� x� x2 � x3 � . . .

Dit wordt gewoon bekomen door in
�8∑
n�0

qn in te vullen q � �x, dus geen Tay-

lorberekeningen. Analoog worden 1
1�x2 en 1

1�x2 bekomen. Hieruit vloeien
door termsgewijze integratie arctanx, lnp1� xq, arg tanhx.

Uit de formule van Taylor

Stelling (Formule van Taylor): Als n P N�, I Q 0, f P CnpIq, dan
geldt @x P I : (+Bewijs)

fpxq � fp0q�xf 1p0q�x2 f
2p0q
2

�. . .�xn�1 f
pn�1qp0q
pn� 1q!

�

∫ x

0

px� tqn�1

pn� 1q!
f pnqptqdt

en Dξ P r0, xs of rx, 0s :

fpxq � fp0q � xf 1p0q � x2 f
2p0q
2

� . . .� xn�1 f
pn�1qp0q
pn� 1q!

� xn f
pnqpξq

pnq!

Hierin is bovenaan de integraalgedaante van de restterm uitgedrukt en on-
deraan de restterm van Lagrange.
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Stelling (Voldoende voorwaarde voor Taylorontwikkeling): De gehele
oneindige ontwikkeling valt pas samen met fpxq over ]�a, a[ als:
� f P C�8 ]�a, a[
� f pnqpxq ¤ G p@n P N,@x P ]�a, a[q

(+Bewijs)

Stelling: De volgende Taylorontwikkelingen voldoen aan de voldoende voor-
waarde over gans R. (+Bewijs)

sinx � x�
x3

3!
�
x5

5!
� . . .

cosx � 1�
x2

2!
�
x4

4!
� . . .

ex � 1� x�
x2

2!
�
x3

3!
� . . .

sinhx � x�
x3

3!
�
x5

5!
� . . .

coshx � 1�
x2

2!
�
x4

4!
� . . .

Uit de binomiaalreeks

Stelling: Voor α, ook P R\N geldt @x P ]�1, 1[: (+Bewijs)

p1� xqα � 1� αx�
αpα� 1q

2
x2 � . . .�

αpα� 1q . . . pα� n� 1q
n!

xn � . . .

Stelling: Als α ¡ 0, ook voor �1 ¤ x ¤ 1 conv, absoluut en gelijkmatig in
[�1, 1]. (+Bewijs)
Hieruit kunnen we (met α � �1

2 ) de ontwikkeling afleiden voor 1√
1�x

, en zo

ook ÝÑ 1√
1�x2

ÝÑ arcsinx ÝÑ arccosx en arg sinhx.

11 Fourierreeksen

Startvraag: kan iedere f ontwikkeld worden in sinussen en cosinussen?

11.1 De Singuliere Integraal van Dirichlet

Stelling (Hulpstelling van Riemann): Als f integreerbaar is over [a, b]:
(+Bewijs)

lim
λÑ�8

∫ b

a
fpxq sinλx dx � 0

DEF f is stuksgewijze Lipschitzcontinu over [a, b] met een partitie π
als DC ¡ 0 : |fpxq � fpx1q| ¤ C|x � x1| voor alle x en x1 binnen eenzelfde
deelinterval van π.
Stelling: Als stuksgewijze Lipschitzcontinu, dan: (+Bewijs)
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 Gelijkmatig continu in ieder deelinterval
 fpa�q, fpb�q, fpx�q, fpx�q bestaan voor alle x.
 Integreerbaar

Stelling: Onderstaande schrijfwijzen van Dk (kernfunctie van Dirichlet) zijn
gelijk. (+Bewijs)

1
π

(
1
2
� cosx� cos 2x� . . .� cos kx

)
�

1
2π

sin
(
k � 1

2

)
x

sin x
2


Stelling (De Singuliere Integraal van Dirichlet of de zeefeigenschap):
(+ Niet vanzelfsprekend bewijs)

f stuksg. L-continu over [�π, π] ñ lim
kÑ�8

∫ π

�π
fDk �

fp0�q � fp0�q
2

11.2 Convergentie van Fourierreeksen

De Fourierreeks van f is de reeks
a0

2
�
∑
n¥1

an cosnx� bn sinnx

waarbij an :� 1
π

∫ π
�π fpuq cosnu du

en bn :� 1
π

∫ π
�π fpuq sinnu du.

Wanneer zal de Fourierreeks nu conv Ñ f?
Stelling (Convergentiestelling van Fourrierreeksen voor periodieke
functies): Als f stuksgewijze Lipschitzcontinu is over [�π, π] en f is 2π-
periodiek, dan geldt @x: (+Bewijs, niet simpel)

a0

2
�

�8∑
n�1

an cosnx� bn sinnx �
fpx�q � fpx�q

2

Als f stuksgewijze Lipschitzcontinu is:
DEF fπ is de periodieke uitbreiding van f ãÑ� f{[�π,π] voort-

gezet met periode 2π.
DEF fπ,ν is de genormaliseerde periodieke uitbreiding van f
ãÑ� @x P R : fpx�q�fpx�q

2 .
ñ Convergentiestelling van Fourrierreeksen voor periodieke func-

ties:
a0

2
�

�8∑
n�1

an cosnx� bn sinnx � fπ,ν

Uitbreiding: met [�L,L] ipv [�π, π].
an

bn�
1
L

∫ L

�L
fpuq

cos
sin nu

π

L
du

a0

2
�
∑
n¥1

an cosnx
π

L
� bn sinnx

π

L
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12 Lineaire differentiaalvergelijkingen en stelsels

12.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

y1pxq � apxqypxq � Rpxq

y1pxq � apxqypxq � 0

De laatste vergelijking is de homogene gedaante van de eerste.
Stelling (Bestaan en enigheid): Als U een open interval is dat x0 bevat,
met a en R continue functies over U en α P R, dan heeft

y1pxq � apxqypxq � Rpxq, ypx0q � α

juist 1 oplossing over U , namelijk: (+Bewijs)

ϕ � e�
∫

a
(
c�

∫
R e

∫
a
)

Stelling: Als de oplossing van de homogene een nulpunt heeft over U , dan
is ze daar identisch 0. (+Bewijs)

12.2 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde,
veranderlijke coëfficiënten

De homogene vergelijking

y2 � ay1 � by � 0

Hierin zijn a en b reële functies die afhangen van x, maar genoteerd a en b
ipv apxq en bpxq.
ϕ1 en ϕ2 kunnen twee oplossingen zijn, dan wordt de functie

W pϕ1, ϕ2q gedefinieerd als
ϕ1 ϕ2

ϕ11 ϕ12
.

Stelling: Als W pϕ1, ϕ2q een nulpunt heeft, dan � 0. (+Bewijs)
DEF ϕ1 en ϕ2 zijn twee onafhankelijke oplossingen als W pϕ1, ϕ2q � 0 in
heel het interval.
Hulpstelling: (+Bewijs)

f �Jf �J2f �J3f � . . .
convergeert puntgew. in heel U
conv. gelijkmatig in elk compact interval K Q x0

voor

Ifpxq :�
∫ x

x0

fptq dt, Jfpxq :� �apxqIfpxq � bpxq (IpIfq) pxq
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Stelling: Een stel onafhankelijke oplossingen van y2 � ay1 � by � 0 wordt
gegeven door: (+Bewijs)

ϕ1 � 1� I2
�8∑
n�0

Jnb

ϕ2 � ı� I2
�8∑
n�0

Jnpa� bıq

Stelling (Verlaging van de orde): Als ϕ1 een nulpuntloze oplossing, dan
wordt een tweede oplossing ϕ2, onafhankelijk van ϕ1, gegeven door: (+Be-
wijs)

ϕ2 � ϕ1

∫ 1

ϕ2
1e
∫

a

Stelling (Bestaan en enigheid): De vergelijking y2 � ay1 � by � 0 heeft

juist 1 oplossing voor

{
ypx0q � α
y1px0q � β

, namelijk (+Bewijs)

c1ϕ1 � c1ϕ2

Stelling: Oplossing ϕ van de homogene met afgeleide en waarde tegelijk
0 ñ ϕ � 0 over U . (+Bewijs)
Stelling: ϕ1, ϕ2 onafhankelijke oplossingen ñ {c1ϕ1 � c2ϕ2|c1, c2 P R} is de
gehele oplossingenverzameling. (+Bewijs)

De niet-homogene vergelijking

y2 � ay1 � by � R

Waarbij R geschreven wordt voor Rpxq, een continue functie over U . Ver-
rassend feit:
Stelling (Variatie van de constanten): Als ϕ1 en ϕ2 onafh oplossingen
zijn van de homogene, wordt een oplossing van de niet-homogene gegeven
door (+Bewijs)

ψ � ϕ2

∫
ϕ1R

W pϕ1, ϕ2q
� ϕ1

∫
ϕ2R

W pϕ1, ϕ2q

Stelling (Bestaan en enigheid): De vergelijking y2 � ay1 � by � R heeft

juist 1 oplossing voor

{
ypx0q � α
y1px0q � β

, namelijk (+Bewijs)

c1ϕ1 � c1ϕ2 � ψ

Stelling: {c1ϕ1 � c2ϕ2 � ψ|c1, c2 P R} is de gehele oplossingenverzameling.
(+Bewijs)
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12.3 Lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde,
constante coëfficiënten

De homogene vergelijking

y2 � py1 � qy � 0

x2 � px� q wordt de kenmerkende drieterm genoemd. De exponentiële
van een complex getal wordt gedefinieerd als

ea�ib :� eapcos b� i sin bq, zodat eλx1 � λeλx

Stelling: De oplossingenverzameling is afhankelijk van de nulpunten van de
karakteristieke drieterm en wordt gegeven door: (+Bewijs)

Nulptn van x2 � px� q :
2x reëel Ñ opl {eλ1x, eλ2x}
toeg. complex Ñ opl {eax cos bx, eax sin bx}
dubbelwortel Ñ opl {eλx, xeλx}

De niet-homogene vergelijking

y2 � py1 � qy � R

Analoog als bij de veranderlijke coëfficiënten: als ϕ1 en ϕ2 gekend zijn (evt.
ϕ2 berekenen door verlaging van de orde), dan kan ψ gevonden worden door
variatie van de constanten. In een speciaal, maar veelvoorkomend geval kan
ψ zelfs gevonden worden zonder ϕ2

∫ ϕ1R
W pϕ1,ϕ2q

� ϕ1
∫ ϕ2R

W pϕ1,ϕ2q
, namelijk als

R van de vorm is
eax (Cpxq cos bx� Spxq sin bx)

of als de constanten ook complex mogen zijn:

ecx
(
c0 � c1x� c2x

2 � . . .� cNx
N
)

De oplossingen worden door twee stellingen gegeven, de complexe hulpstel-
ling en de reële variant. De oplossingen zijn afhankelijk van c, die al dan
niet een wortel is van de kenmerkende drieterm.
Stelling: De oplossingen van

y2 � py1 � qy � ecx
(
c0 � c1x� c2x

2 � . . .� cNx
N
)

worden gegeven door: (+Bewijs)
c is geen wortel Ñ opl ecx

(
d0 � d1x� . . .� dNx

N
)

c is enkelv wortel Ñ opl xecx
(
d0 � d1x� . . .� dNx

N
)

c is dubbelwortel Ñ opl x2ecx
(
d0 � d1x� . . .� dNx

N
)

� ecx
(
c0

x2

2 � c1
x3

6 � . . .� cN
xN�2

pN�1qpN�2q

)
.
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De volgende stelling is de reële versie van de voorgaande stelling, en verloopt
vrij analoog.

Stelling (Onbepaalde coëfficiënten): De oplossingen van y2 � py1 � qy �
eax (Cpxq cos bx� Spxq sin bx) worden gegeven door: (+Bewijs)
a� ib is geen wortel Ñ opl eax (C0pxq cos bx� S0pxq sin bx)
a� ib is enkelv wortel Ñ opl xeax (C0pxq cos bx� S0pxq sin bx)
a is de dubbelwortel Ñ opl eax (2x gëıntegr van Cpxq van 0 Ñ x)

Waarbij C0pxq en S0pxq veeltermen zijn met

max{grC0, grS0} � max{grC, grS}

12.4 Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde, constante coëfficiënten

y11pxq � a11y1pxq � a12y2pxq � . . .� a1nynpxq � R1pxq, y1px0q � α1

y12pxq � a21y2pxq � a22y2pxq � . . .� a2nynpxq � R2pxq, y2px0q � α2
...

...
y1npxq � an1ynpxq � an2y2pxq � . . .� annynpxq � Rnpxq, ynpx0q � αn

Dit kan in matrixnotatie geschreven worden, met A een reële n� n-matrix
en alle~ kolommatrices:

~y1pxq �A ~ypxq � ~Rpxq, ~ypx0q � ~α

Stelling: De oplossing van voorgaand stelsel is, mits de juiste definitie voor
exponentiële van een matrix en voor de hand liggende definities: (+Bewijs)

~ϕpxq � e�Ax
(
~c�

∫
eAx ~Rpxq dx

)
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