Examen Differentiaalmeetkunde II (juni 2008)
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(i) Noem ¢* een stel lokale codrdinaten op M en (¢, v*) overeenkomstige natuurlijke cosrdinaten
op T'M. Definieer een afbeelding dr : X*(M) — X*(T'M) via het voorschrift:
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Toon aan dat dit wel degelijk een intrinsieke operator bepaalt.

(i) Indien (¢*, p;) natuurlijke bundelcodrdinaten zijn op T*M, definiéren we een (1, 1)-tensorveld
U op T*M via het voorschrift:
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Ga na of een dergelijke definitie betekenis heeft, m.a.w. of ze een intrinsiek object op 7*M
bepaalt!

Zij P een (1,1)-tensorveld op TM dat binnen een natuurlijke kaart van de vorm is:
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voor zekere functies .f;" op TM.

(i) Toon aan dat P volledig gekarakteriseerd is door de eigenschappen:
VX € X(M): Pl pe gl
Vo € X*(M) : P(1349) = T3¢

(i) Met P associéren we de operator dp : F(TM) — X*(T M), bepaald door
dpF(X) =dF(P(X)), VX € X(TM).

Geef de codrdinaatuitdrukking van dpF'. Toon verder aan dat dp een afleidingseigenschap heeft
t.o.v. het product van functies.

"(iii) We breiden de actie van dp verder uit naar A(TM) door op te leggen dat dp een afleidingsope-

rator van de graad 1 wordt, met de eigenschap: dpd = —d dp. Toon (zonder cobrdinaatberekenin-
gen) aan dat voor een l-vorm « van de vorm o = FdG, F,G € F(TM) geldt:

dpa(X,Y) = da(P(X),Y) + da(X, P(Y)) — d(P(a))(X, Y).
(i) Zij V een connectie op M met torsie 7. Toon aan dat voor een willekeurige 1-vorm « geldt:
(T(X,Y),0) =da(X,Y) + (X, Vya) — (Y, Vxa).

(ii) Toon aan dat twee lineaire connecties V en V op M een (1,2)-tensorveld D bepalen. Toon
ook aan dat omgekeerd, als D een (1,2)-tensorveld is en V een lineaire connectie, de relatie
VxY =VxY + D(X,Y) een tweede connectie definieert.

(i) Maak van de zojuist bewezen eigenschap gebruik om bij gegeven (met—symmetnsehe) con-

nectie V, een geschikte tensor D te kiezen, zodanig dat de nieuwe connectie V torsievrij wordt.



