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Examen A

Kies vijf van de zes opgaven. Hierbij zijn opgave 1 en 2 echter verplicht
om te doen. Daarover gaat ook het mondeling. Per opgave zijn 4 punten en
dus maximaal 20 punten te behalen.

Oefening 1. Zij LO dc theorie van lineaire ordeningen. Zij T' een theorie,
die tenminste het symbool < in haar taal bevat en voor die T' |= LO geldt.
Stel T heeft een oneindig model. Toon aan dat er een model MM van T
bestaat waarin men de rationale getallen ordeningbewarend kan inbedden.
Concludeer dat de theorie van de gehele getallen Th(Z, <) een model heeft
waarin men de rationale getallen kan inbedden.

Oefening 2. Zij G een eindig voortgebrachte groep, i.e. G = (g1,...,9n),
n €N, en H C G een deelgroep van G. Dan bestaat er een deelgroep H’ die
maximaal is ten opzichte van de inclusie en waarvoor geldt

HCH CG.

Oefening 3. Zij C = {C;|i € I} en D = {D;|i € I} families van verzamelin-
gen, zo dat |C;| < |D;| voor elke ¢ € I. Toon aan dat dan geldt:

> olal<IIpil.
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(Merk op: de som van kardinaliteiten is gedefinieerd via disjuncte unie. Zon-
der bewijs mag U aannemen dat geldt:

Z|Cz'| < H|D¢|.)
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Oefening 4. We zeggen dat een L-formule positief is als het bevat is in
de Kleinste collectie van L formules, die de atomaire formules bevat en die
gesloten is onder A, V,V, 3. We zeggen dat 7 : MM — Neen L-homomorphisme
is asa

1. (™) =%,

2. n(f7(m)) = fHn(m)),

3. m € RM = n(m) € R™.
Hierbij zij n() := n(ma), ..., n(my) als M =my, ..., M.

Stel dat 7 : 9t — 9 is een surjectief L-homomorphisme is, dat m € M,
dat o(Z) L-positief is en dat M = (). Toon aan dat N |= p(n(m)).

Oefening 5. Zij T een volledige theorie en (%) een L-formule met T k=
3Z¢(Z). Toon aan dat de volgende uitspraken equivalent zijn:

1. Er bestaat een positieve kwantorvrije formule 1(&) zodat
T - VE(p(&) = $(3)).

2. Voor alle M, 9 =T en A C N: Alsn: A — T een L-homomorfisme
is, @ € % en M |= (@) dan geldt N = ¢(n(a))-

Hint voor 2) =1). Zij T'(#) = {¢(7) : ¢ is positiel en kwantorvrij en T' |=
Vi (p(@) — ()} Zij B:=T +{(@): ¢ € 't U {¢(&)} waarbij ¢ nieuwe
constanten zijn. Toon aan dat ¥ geen model heeft en dat daaruit de conclusie
volgt. Neem voor het eerste doel aan, om een tegenspraak te bereiken, dat
er een model 9T met M = T en een M € M bestaan zodat M = p(m) en
M = —p(m) voor alle ¢ € I'. Zij dan

Y =T U{-p@}U{6(&) : M k= 6(m) en 6(C) positief en kwantorvrij}

waarbij ¢ nieuwe constanten zijn. Toon aan dat ' een model 9 heeft. Zij
2 de substructuur van M die door 77 wordt gegenereerd. Pas nu 2) toe om
een contradictie te bereiken.

Oefening 6. Maak een bewijsboom voor de volgende implicatie. Doe dit
in ‘gedecoreerde’ stijl, i.e. vermeld telkens welke regel ( AI, — E, ...) je
toepast. (Veronderstel dat y niet behoort tot de vrije variabelen van B.)

F Vz(IyA(y) vV B(z)) < VzIy(A(y) Vv B(z)).

Veel succes!




Wﬁ.‘bﬁ'}ﬂ exemmen A
WZZW - tn & e Qe..%ae* s Leida Lowanm .

i A(v)i . A
Aok, ;
A VEg{) IyAly) 1 4 Alv) v By ar Vx (3yAG) v Blo))
___F_‘fl_y(Ar;) vuy)) : dy (Alp vHo)) 3yA(-,) v B—'ﬁ*-vgz
34 A vBY) gy
Vx 3_1 (Aty) v BUx))
Ve(dyAly v o) —> Nxdy (A(\pv&m
< A oy

A

Alv) VUU)/ }14(*1)‘43(0) E{1h(%)q|3(a, vE Y ‘%3‘— 3
L 3y Aly) (BLoy “ Yl bk, BHI) )

2 3y Aly) v Loy s ’3x()amvbrx>) _3E2

g vL
g oo DAy BE) o,
o—ﬁaf‘ﬁt W&x@}l y v le? —> Vbé'y Al 7\\4 B(x))

Z0 W we oo veikerde covclusie Vy-in (A VBN = Vx(ﬂyNy)vB(x)) L.

,\[mQI&mv\a/(;

Lud | A
2 __.-3 A‘al I Bld) vl
A(V) v B(o) G,Aly))v Bto) (Qy 4(&8_{_0_)_ VE 1 ngz (AGv BL ;3
By Ayl Blo) '_#_E’ZML‘?{:’:, 36,2
[3 }A{,) )V (o) vr -
Y ((3yP4) v BLo)) 5T2

Vady (evdlg) — (Syhinp) vBIK)



R

S

Lemma: V¥ L-boni wak FY 2 (5 Mz “')(t(fmm ,rm,;) Y = tigmp, . o)

L _._:;: % o Corrlus /)7("‘1)- ML _c(.,)())
| ot Veatadchiden ‘ 120
*WM{Z 0y T CO TR Poses
Ocfauuny eplomingy

WJ- ?/('.ov"a/ V/\ ./\Mﬁb
X QORI S =), SU BRI N E > ER) @

9 s -t
-77(5(."!") q(tC»-)"
2§ (@) =t (y(a)"
. 3 NE (3302 £ (D)
* (%) i R(q%g’vtn(z» » MER (&), -t (m)
) (t,,(an, - b cm\)e RM
3% (&) ,t,,lm) cRY
SAEOE .. ¢, () e RN
28NE R(tAl‘,m»...,tn(»,m.; .
*‘f(m)v).l_ MEL #eaNEL 2akvu04 2 (veds D o) 1y wraen .
% \o(m)b%sm)vt(m) ME SRIvEln) = MEsin) v MEE(R)

2 7|
/ ? }

2 NEs(mt v N F E(g0mn)
2 N s(ylm) SV E L7ty
x odom voon A [ﬂmww@«M
x plm) o Vx\f’(%,a): ME Vac Y(X m) = VmcM MFt?U(m " )
? Vmoel*i b NE P (4m,), 7 ()
&N NF p (no, i)
3 Nl= W Px, ‘7(»?))

¥ W M,Zy Voot J, pmadd g Muua :



