Examen Analyse III oefeningen

1. Bereken

lim

n—oo [y T + x? n—oo T+ 2

00 2 &
7(:08(%/”) dr en lim / 78111(1:/”) dz.
0
Oplossing
We trachten in beide gevallen gedomineerde convergentie te gebruiken. Voor het eerste

integrandum hebben we de majorant ﬁ, die integreerbaar is op [1, +oo], want

/:de:/loo(l 1 >dx:[lnx—ln(:r+1)]‘1’°: [111(3:4—1)}1 =1n2 < +o0.

x + x2 r z+1 x 0o

Het tweede integrandum is gedefinieerd en continu in ]0,2]. Door de ongelijkheid

sinz < z (geldig op [0, +0o[) hebben we de majorant — = T}rl’ die integreerbaar is

op [0,2], want f02 xd—xl =1In3 < +00. Wegens gedomineerde convergentie is dus

lim 7008(36/”) dr = / lim 7008(1‘/71) dr = / dz =1In2
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P 0 voor elke x > 0.

vermits lim,, oo

2. Verklaar of weerleg de aangeduide stappen in de volgende redenering:

Stelling. Zij X C R¢ Lebesgue-meetbaar en f een afbeelding X — R. Dan zijn
equivalent:

(a) voor elke £ > 0 bestaat een meetbare £ C X met pu(E) < € en fix\p continu
(b) f is Lebesgue-meetbaar.

Bewijs. =: voor elke n € N vinden we E, C X met p(E,) <1/n en fig. continu [1]

(Ey, := X\ Ey,). Dan is f|4 continu, en dus f14 meetbaar op X [2], voor elke meet-
bare A C E;;. Door | J,, oy Ey, te schrijven als | |, An met A, meetbaar en bevat in E;

[3] zien we dat ook f1\) ge & >on2y f1la, meetbaar is [5]. Omdat p((),cn En) LN

is f U J1y, e b.o., zodat f meetbaar is [8].
&Ll ]

[1-2], [4-8]: verklaar.

[3]: waarom kunnen we | J,, Ef zo schrijven?

Oplossingen

[1] kies € := 1/n in (a).

[2] als f continu is op A, dan is f meetbaar op A, en dus is f14 meetbaar op X.

[3] we maken een opdeling van de E¢ in disjuncte stukken (analoog als in de theorie):
stel Ay := E{, Ag:= ES\ E{, ..., Ay := ES\ (EfU---UES_;). Dan zijn A, meetbaar
(want alle F,, zijn meetbaar, en meetbare verzamelingen zijn gesloten onder eindige U,
\ en .¢) en A, C E¢ voor elke n € N. Omdat Ay U--- A, = E{U---U E¢ voor elke n,
is Upen An = Upen £5y en is A, N Ay, = O als n # m.



[4] f1y e = f1, 4, = >0 1 f1a,. De tweede gelijkheid volgt omdat

Flu, a,(@) = @) <= v €| JAn <= 3 fla, (@) = f(),

n=1
vermits de A,, disjunct zijn. Als « ¢ | |, Ay, dan zijn beide leden 0.

[5] Vermits de som van twee meetbare afbeeldingen X — R meetbaar is, is inductief
227:1 fla, meetbaar voor alle N. Vermits de limiet van een rij van meetbare af-
beeldingen meetbaar is, is ook Y 2 | fla, = Imy_so 22;1 f1la, meetbaar (vermits
de limiet bestaat op heel X).

6] Nyeny En € Em, zodat pu((,en £n) < 1(Em) < 1/m, voor elke m € N.

[7] de verzameling van uitzonderingspunten is bevat in (|, ES) = ,, En, en is dus
een nulverzameling.

[8] f =g b.o. en g meetbaar impliceert dat f meetbaar is.

. 7ij (R, A, ) een maatruimte met B(R) C A. Toon aan dat (N, P(N), ) een maatruimte
is, als

v(E) = u( U [n,n+ 1[)

nek
Oplossing

Omdat B(R) C A, is U,,cp [n,n + 1] steeds p-meetbaar, zodat v(E) € [0, +00] goed
gedefinieerd is voor elke £ C N.

(a) (@) (et p(2) = 0 door de corresponderende eigenschap van de maat p.
(b) o-additiviteit:

u(LlEm):p< U [n,n+1[):u<|_| |_| [n,n+1[>

meN nell,, Em meNneFE,,
oo oo
=S u( U n+1) = 3 wlEn)
m=1 nekl, m=1

door de o-additiviteit van pu.

. Geef een voorbeeld van een dalende rij van Lebesgue-meetbare verzamelingen A,, C R¢
waarvoor ([ ),y An) 7 limy oo p1(An).

Oplossing

Wegens een eigenschap uit de theorie weten we dat tegenvoorbeelden zich enkel kun-
nen voordoen als p(A;) = 400, en analoog, door de rij (Am, Am+1, Amto,...) te
beschouwen, moet in feite u(A,,) = +o0o voor elke m, zodat ook lim, . u(A,) =
+oo. We zoeken dus een voorbeeld waarvoor p(A,,) = +oo voor alle m, maar toch
1(men Am) < +00. Bijvoorbeeld 4,, := R?\ B(0,m) voldoet, want J,,cy B(0,m) =
R%, zodat ey Am = @, en dus pu((,,eny Am) = 0, terwijl p(Ap,) = +oo voor elke m.

. 7ij (X, A, ) een maatruimte. Zij ¢ € R, ¢ > 0 en f een integreerbare afbeelding
X —R.

(a) Zij [ f >0 voor elke E € A. Toon aan dat f >0 b.o.
HINT: Gebruik de annihilatie-eigenschap uit de theorie (of gebruik dezelfde tech-
niek als in het bewijs van die eigenschap).



(b) Zij u(X) < 400 en zj | [, f| < cu(E), voor elke E € A. Toon aan dat |f| < ¢
b.o.

HINT: Gebruik deel (a) (of gebruik een gelijkaardig argument).

(c) Zij (X, A, p) o-eindig en zij | [, f| < cu(E), voor elke E € A met pu(E) < +oc.
Toon aan dat |f| < ¢ b.o.
HINT: Gebruik deel (b).

Oplossing

(a) Methode 1: gebruik de annihilatie-eigenschap.
Uit het gegeven volgt dat || (F<0} f > 0. Maar ook

/ 7< (s f)u{f <oh <o,
{r<o} {f<o0}

zodat f{f<0}f = 0, en dus ook f{f<0} lf| = —f{f<0}f = 0. Door de annihilatie-
eigenschap is dus f = 0 b.o. op {f < 0}. Dus is u({f < 0}) =0, dwaz., f >0
b.o.

Methode 2: gebruik dezelfde techniek als in het bewijs van de annihilatie-eigenschap.
Zij n € N. Dan is

1 1
0< < <= -1 )
- /{f<1/n} /< /{f<1/n} n - nﬂ({f <l

Bijgevolg is u({f < —1/n}) = 0. Omdat n willekeurig is, is dus ook u({f < 0}) =
p(Unen{f < =1/n}) <300, w({f <-1/n}) =0, dw.z., f >0 Db.o.
(b) Door het gegeven is

—/Ec:—cu(E)S/EfSCM(E):/EC-

Omdat cu(E) < cu(X) < 400, zijn f en c integreerbaar over E, zodat

/E(C—f)z/Ec—/Efzo en /E(f+c):/Ef+/Eczo.

Omdat dit geldt voor elke E € A, is dus f +¢ > 0 b.o. en ¢ — f > 0 b.o. wegens deel
(a). Bijgevolg is |f| < ¢ b.o. (want {|f| € ¢} = {f +c < 0}U{c— f < 0} is een

nulverzameling).

(c) X = U,eny Xn met pu(X,) < 400, voor elke n. Op de deelruimte X,, kunnen we nu
deel (b) toepassen, want voor elke £ € A, E C X, is ook p(E) < +00, zodat door het
gegeven UE f‘ < cu(F). Er volgt dat |f| < ¢ b.o. op Xy, voor elke n € N. Dan is ook
|f| <ecb.o.op X (want {|f| > c} = U,en({|f| > ¢} N X,,) is een nulverzameling).



