Examen Formele Talen, Automaten en
Complexiteit, groep A

14 juni 2011

Theorie

1. Zij © een cindig alfabet en L een reguliere taal over . Toon aan dat
{we B* : wlw € L} regulier is.

5]

Stel dat G = (V, %, R, S) een contextvrije grammatica is. Zij ' de klein-
ste verzameling van producties die R bevat en onder de volgende regels
alfgesloten is.

(a) Als A— vBwen B—¢ein R dan A — vw in R

(b) Als A— Ben B—uin R dan A — u in R

.

7 2) - -*a

Zij G' = (V,%,R', S). Toon aan: L(G) = L(G')enalsz € Z¥ en S =g
een afl u(hng van minimale lengte is dan bevat deze geen e- en geen één-
producties. Toon aan dat er een contextvrije grammatica G bestaat met

L(G) = L(G) \ {¢}.

3. Toon aan dat de contextvrije talen niet onder rechter quoti'ént algesloten
zijn. Hint: Stel L = {¢**ba™ : n > 1}, L1 = (L{b})*{adb} en Ly =
{b}(L{b})". Karakteriseer de eigenschappen van vw € Ly met w € Lo.
Toon daarmee dan aan dat voor Ly/Ly = {v: Jw € La{vw € Ly)} geldt
L1/Lan{a}* = {a*" : n >1}. En dan?

4. Neem volgens de afspraak van het boek (of de les) aan dat (M) voor code-
ringen van Turingmachines staat. Zij a cen element uit het bandalfabet.
Toon aan met cen reductie naar het halting probleem dat {{M) : a €
L{M)} semibeslisbaar maar niet beslisbaar is.

Oefeningen

1. Welke van de volgende talen is regulier? Bewijs uw bewering.
(a) Ly = {wwlwww™w? : w € {a,b,c}*&n > 0&|w|**°' + n < 1010*°}
(

b) Ly = {w € {a,b,c}* : #.w is even en #,w + #pw < 7}

(¢) Lz = {w € {a,b,c}* : #.w is even en #,w + Fyw > F.w}
(d) Ly = {w € {0,1,...,9} : w representeert een getal dat deelbaar is
door 5}

2. Beschouw termen van de volgende vorm:

]

) 0eT o ytd
/_'éw
ii) Als t;,ty € T dan ook S(t1),(t1 +t2) €T en (t; x t2) €T

T bevat enkel elementen van deze vorm.
(a) Bewijs dat T' context-vrij, maar niet regulier is.
(b) Geef een Turing machine die de waardes van deze termen berekent

(waarbij +, x en S de standaard interpretaties krijgen en de uitvoer
in unaire notatie, zoals in de oefeningenles, is)

3. Is de volgende taal context-vrij? Bewijs uw antwoord.

Ls = {w € {a,b,c,d}* : #,w is groter dan 0 en deelbaar door 7 en
#ow = Fcw = #qw}
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Zi} ¥ een eindig alfabet en L een reguliere taal over ¥. Toon aan dat
€ X7 © w is een deelrij (subsequence) van een element uit L} regulier

Zij ¥ = {0,1,2,3}. Toon aan dat L = {0"172733" : j,n > 1} contextvrij is
maar dat 5L := {u € * : (3v € X*)[|lu| = |v] en uv € L]} niet contextvrij
s

Neem volgens de afspraak van het boek (of de les) aan dat (M) voor
coderingen van Turingmachines staat. Zij a een element uit het bandalfa-
et Toon aan met een reductie naar ~H dat {(M) : L(M) = {a}} niet
semibeslisbaar is.

Zi L de raal die bestaat uit de Boolese formules w in conjunctieve nor-
maalvorm met m variabelen en k clausules waarbij & > 2. Toon aan dat

LeP

Oefeningen
L

1. Welke van de volgende talen s regulier? Bewijs uw bewering.
(@) Ly = {ww? :w e {a,b,c}*&#ow + #ow + 2 - #.w < 2501}
(b) Ly = {w € {a,b,c}* : #.w is even en #,w + #,w is deelbaar door
7}
(¢) Ls = {w € {a,b,c}* : #.w is even en #,w + #pw < #w}
(d) Ly = {w € {0,1,...,9} : w representeert een getal dat deelbaar is
door 4}

2. Beschouw termen van de volgende vorm:
il cr
ii) Als t;,t; € T dan ook (t1 +t2) €T en (ty X t2) €T
T bevat enkel elementen van deze vorm.

(a) Bewijs dat T context-vrij, maar niet regulier is.

(b) Geef een Turing machine die de waardes van deze termen berekent
(waarbij + en x de standaard interpretaties krijgen en de zinnen met
alfabet {0,1} binaire representaties van de natuurlijke getallen zijn.

3. Is de volgende taal context-vrij? Bewijs uw antwoord.

Ls = {w € {a,b,¢c,d}* : Fpw=11" #ow = #qw}



Examen Formele Talen, Automaten en
Complexiteit, groep C

15 juni 2011

Theorie
1. Zij ¥ een eindig alfabet en Ly en L, reguliere talen. Neem
L, :Ly:={z:3y € La(xy € L1)},

141 k Lg = {y =S Lg(l'y S Ll)}

Toon door constructie van een FDSM aan dat Ly : Ly en L, | Lo regulier
zijn.

[S)

Zij ¥ een alfabet en voor ieder a € ¥ een contextvrije taal L, gegeven.
Neem s(ag...an) = Lqy ... La, en s(L) = J,p s(x) voor taal L. Toon
aan dat s(L) contextvrij is als L dat is.

3. Zij ¥ = {0, 1}. Toon aan dat er een contextvrije taal L over ¥ bestaat zo-
dat COPYREVERSE(L) := {w € ¥ : 3z € L{w = z®z]} niet contextvrij
is. (Hint: Kies bijvoorbeeld: L := WHW)

4. Neem volgens de afspraak van het boek (of de les) aan dat (M) voor co-
deringen van Turingmachines staat. Toon aan met een reductie tot het hal-
ting probleem dat {(M) : M weigert (rejects) tenminste twee verschillende
strings van even lengte} & D.

Oefeningen
1. Welke van de volgende talen is regulier? Bewijs uw bewering.
(a) Ly = {w € {a,b,c¢}* : #cw is deelbaar door 7 en en #ow + How is
oneven }
(b) Ly = {a"b'?" : 0 < n+7 <1337}
(¢) Ly = {b a0 <n+72>1337}
(d) Ly = {w € {0,1,...,9} : w representeert een getal dat deelbaar is
door 10}
2. Beschouw ternien van de volgende vorn:
1) 0eT
ii) Als t1.6y € T dan ook S(61), (L1 +t2) €T en (&g xta) €T

T bevat enkel elementen van deze vorm.

(a) Bewijs dat 1" context-vrij, maar niet regulier is.

(b) Er bestaat voor iedere term ( uit 7" een unieke term s; van de vorm
s = S(...5(0)...) zodanig dat onder de standaard interpretaties
t" =s;". Geel een Turing machine die t — s; berekent.

3. Is de volgende taal context-vrij? Bewijs uw antwoord.

Ls = {w € {a,b,c,d}* : #,0 = #qw - #pw = #.w}
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1. Zij ¥ een eindig alfabet en L een reguliere taal. Neem
THRICE(L) := {a101a1a2a202 . . . GnQnGy : Q102 ... 0n_10y € L}.

Toon door constructie van een FDSM aan dat THRICE(L) regulier is.
Volgt de bewering direct uit een stelling die in de les aan bod is gekomen?
Indien ja, uit welke?

2. Zij £ = {0,1}. Toon aan dat er een contextvrije taal L over ¥ bestaat zo-
dat COPYREVERSE(L) := {w € £* : 3z € L{w = zzf]} niet contextvrij
is. (Hint: Kies bijvoorbeeld: L := WWR)

3. Toon aan met een reductie tot het complement van het halting probleem
dat het volgend probleem niet semibeslisbaar is:
Gegeven een Turingmachine M: Vraag: M accepteert precies twee zinnen

z,y met [z| # [yl

4. Zij T de verzameling van Boolese uitdrukkingen die een tautologie zijn.
Toon aan dat —-SAT <p T en bewijs dat =T NP-compleet is.

Oefeningen
1. Welke van de volgende talen zijn regulier? Bewijs uw bewering.

{a) Lq = {a™™c* : n is deelbaar door 7 en m + k is oneven }
(b} &y = (& £ 0 < w537 £ 280179013

(6] Ly = {60 2 0 « '%T > 2501%9%}

(d) Ly = {wc {a,b}* :|w| >3 en #,w is deelbaar door 5}

2. Beschouw termen van de volgende vorm: g N

i) B0 T EY

: i _ ; a@x\dui

i) Als ty,ta € T dan ook (¢ +t2) € T en (£ X tg) eT ; \:
WA

T beval enkel elementen van deze vorm. »\ :
e 63 N
(a) Bewijs dat T context-vrij, maar riet regulier is.
{b) Geefeen Turing machine die de waardes van de termen uit T berekent e
{waarbij + en x de standaard interpretaties krijgen}). /UZ_SM})-'\ =
3. Is de volgende taal context-vrij? Bewijs uw antwoord.

L = {w € {a,b,c,d}* : #qw =é¢du)#°w = #.w)
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1. Neem:
L, := {we€ {a,b}" : 3z € {a,b}* : w = z2”z)}

en
Ly = {uww®v € {a,b}* : u,v,w € {a,b}*}

Onderzoek of L, of Ly regulier is en bewijs uw beweringen.

o

Is
{zwz® : z,we {a,b}T & |z| = |w]}

contextvrij? Geef een bewijs voor uw bewering.

3. Toon aan met een reductie tot het complement van het halting probleem
dat het volgend probleem niet semibeslisbaar is:
Gegeven een Turingmachine M: Vraag: L(M) is oneindig.

4. Toon aan dat DSAT bestaande uit de verzameling van vervulbare Boolese
uitdrukkingen in disjunctieve normaalvorm een element van de complexi-
teitsklasse P is.

Oefeningen

1. Welke van de volgende taler zijn regulier? Bewijs uw bewering.
() Ly = {a™™c* : nis even en m + k is deelbaar door 8}
Lb’) Ll - {a_nbn"' < ()t n2501 < 13371337}
M L3 — {b"‘a"" ‘0 < n2501 > 13371337}
() Lq={we€ {a,b}*:|w > #,w}
2. Beschouw termen van de volgende vorm:
i) 0eT
ii) Als #y,t3 € T dan ook S{ty) € T en f{t,,t3) € T.

1" bevat cnkel elementen van deze vorm.

w Bewijs dat 1’ context-vrij, maar niet regulier is.

{h) Geel een Turing machine die de waardes van de termen uit berekent,
gegeven dat f wordt geinterpreteerd door (z,y) — ¥ {met 0¢ = 1)
en S door  — x + 1 (deze waardes zijn in unaire notatie, als in de
oefeningenlessen).

/3'. Is de volgende taal context-vrij? Bewijs uw antwoord.

Ls = {w € {a,b,c,d}* : #ow = |#qw — #pw| = #.w}



