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Examen Datastructuren en Algoritmen Il

e Lees de hele oefening zorgvuldig voordat je begint ze opdsdio!
Als je niet goed verstaat wat de vraag of taak is, vraag hetlad@sgever! Voor oefenin-
gen die fout verstaan zijn, kunnen geen punten gegeven worde

e Schrijf leesbaar. Oplossingen die niet leesbaar zijn, karook niet beoordeeld worden.

e Als technieken toegepast moeten worden, toon altijd vaidedussenstappen om te kun-
nen zien wat er gebeurt en dat de technieken goed verstaan zij

e Stellingen uit de les mogen natuurlijk altijd gebruikt werdzonder dat het bewijs op-
nieuw gegeven moet worden (behalve in gevallen waar heiogadphnders staat)!

e Geef alleen dan een antwoord als je denkt dat je de oplosgng R/erspil geen tijd
met de poging gewoon lange teksten te schrijven waarin eeteutelwoorden opduiken
— zoals dat vaak geprobeerd wordt. Dergelijke oplossingd@nhnooit punten en voor
bijzonder slechte oplossingen worden punten afgetrokken!



1. Zoekbomen 2.5 pt

¢ \oeg sleutel 3 toe aan de volgende rood-zwart boom. Gebrudpdraties die geen
rekening houden met de kleur van toppen die niet op het padigamortel naar
de toegevoegde sleutel zitten. Toon alle tussenstappear,jenaoeft niet voor elke
tussenstap de hele boom te tekenen.

Q rood
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e \oeg sleutel 3 toe aan de volgende 2-3 boom. Toon alle tusggyen, maar je hoeft
niet voor elke tussenstap de hele boom te tekenen.




e Een zwakke rood-zwart boom defmen wij hier als volgt:

Een zwakke rood-zwart boom is een binaire zoekbdowaarvan de toppen ofwel
rood, ofwel zwart gekleurd zijn. Bovendien volddetan de volgende eigenschap-
pen:

— De kinderen van een rode top zijn zwart.

— Elk pad van de wortel naar een NULL-pointer bevat hetzelfdeta zwarte
toppen. Wij schrijven voor dit aanta(T ).

Wij eisen hier dus bijna hetzelfde als voor een gewone (etkke) rood-zwart
boom, behalve dat de wortel van de boom niet zwart hoeft ke zij

Bepaal een goede bovengrens voor de diepte van een zwakkewaotboom met
n sleutels. Je mag vrij kiezen op welke manier je dat doet — bjfebewijs voor
rood-zwart bomen nabootst (met lichte wijzigingen) of fegen uit de les gebruikt
of ...



2. Heaps 2.75 pt

¢ \Vul de nulpadlengten in voor de toppen van de volgende twiastleeaps en merge
de heaps dan.




e Merge de volgende twee skew heaps op de niet recursieve manie

eoe "



e \oor heaps laten wij altijd toe dat dezelfde sleutel meexderen in de heap voor-
komt. Leg uit wat het probleem voor de bewerkingeen element toevoegerén
“verwijder het kleinste elementioor binomiale wachtlijnen zou zijn, als dubbele
sleutels niet toegelaten zijn.



e Geef een gewijzigde vorm van de niet-recursieve skew mergetking (die er dus
mee begint de rechterpaden te mergen), die als resultagtdieheap oplevert als de
recursieve skew merge bewerking uit de les. Omdat voorielensleutels de volg-
orde in de gemergde rechterpaden niet uniek is, mag je versiailen dat toppen
met dezelfde waarde in dezelfde volgorde in de gemergdéamaden opduiken.



3. De waarde van een spel 0.75 pt

Je begintdrie op een rijmet de volgende beginpositieX kiest eerst. De getallen en
lettertekens naast het spelbord staan er alleen zoda julile boom kunnen aangeven
welk vakje (bv (a,2)) ingevuld word.

N
o/ X | X |0

Het spel eindigt zodra voor de eerste keer 3 identieke syenbap een rij staan (horizon-
taal, verticaal of diagonaal) of als alle vakjes ingevuid.zAls op het moment dat een
speler drie op een rij heedt vakjes ingevuld zijn, winX a cent als hij het laatste vakje
heeft ingevuld — anders verliest tdjcent — het resultaat uit zijn zicht is dusa. Als
bij het einde van het spel er geen 3 identieke symbolen opijgestaan, is de winst voor
beide spelers 0.

Teken de spelboom voor dit spel en bereken voor elke top vénode de waarde van de
top.



4. Geamortiseerde complexiteit 1.5 pt

Wij werken met een array die in het begin leeg is en een vastatgg heeft. Wij hebben
3 soorten bewerkingen:

e een element op de eerste vrije plaats toevoegen
¢ het laatste element verwijderen

e een vol array groter maken — om precies te zijn: een array waottgk waarink
elementen zitten, wordt een array van grooke 2

Door slim gebruik te maken van paging en virtueel geheugdreismogelijk een ar-
ray uit te breiden en daarbij ten hoogste een constant ganmah elementen te moeten
kopiéren (waarvoor wij kos€ rekenen). Wij willen wel dat de nieuwe elementen met
0 gdnitialiseerd worden, waarvoor wij kost 1 per element redten De kost van een
uitbreidbewerking is du€ + k als erk elementen bijkomen. De kost van een toevoegbe-
werking (zonder uitbreiden) en de kost van een verwijdedsking zijn 1. Als een array
volzit, kan een toevoegbewerking alleen gebeuren, alsret een uitbreidbewerking ge-
beurt.

e Wat is de duurste bewerking()-notatie) in een reeks vamtoevoeg-, verwijder-
en uitbreid-bewerkingen? Geef uitleg.



e Wat is de geamortiseerde ko€2(()-notatie) van een bewerking in een reeks van
toevoeg-, verwijder- en uitbreidbewerkingen? Geef eeimbegelijke grens. Je kan
zelf kiezen op welke manier je de juistheid van de grens ls¢wij



5. Dynamisch programmeren 2 pt

Een situatie in een restaurant: De vrienden A en B gaan eterso® A moeta cent
betalen en persoon B mogf cent betalen (de prijs is in cent gegeven om gehele getallen
te hebben). De gewoonte in het restaurant is dat er @&arekening per tafel is, dus
beslissen de vrienden dat A eerst zijn deel aan B betaalt esh®raf de hele rekening.
De vrienden hebben 5 soorten munten of biljetten ter waaadevy cent,w, cent,. . .ws

cent. Je mag veronderstellen dat beide personen genoebeajdden — dus: Persoon A
heeft totaats > ra cent en persoon B heeft totdgl> rg cent. Om precies te zijn heeft
persoon A voor K i <5 preciegnaj munten of biljetten ter waarde vaw en persoon B
mg; munten of biljetten ter waarde vam.

De vraag is dus of er een bedrad ra is zodat persooA aan persooB het bedrag van
x kan betalen zodat perso@&met zijn munterx —ra kan terugbetalen.

Voorbeeld:w; = 20, w, = 200,ws3 = 500,w4 = 2000,ws = 5000, A heefima 3 = 2 keer

w3 = 500 Cent ermp 4 = 3 keerwy = 2000 Cent en moet 3700 Cent betalen. B heeft
mg 2 = 10 keerw, = 200 Cent enmg 5 = 1 keerws = 5000 Centma 1 =Ma2 = Mas =
mg 1 = Mg 3 = Mags = 0. Dan betaalt A 220004 500= 4500 Cent aaiB en die geeft
4x200= 800 Cent terug.

Los één van de twee volgende vragen op:

e Geef de pseudocode van een dynamisch programmeren algatétrbeslist of A
een bedrag aan B kan betalen zodat B het verschit ra terug kan betalerl.5 pt

e Geef de pseudocode van een dynamisch programmeren algatdambeslist op
welke manier A een bedragaan B kan betalen zodat B het versohit rp terug
kan betalen en het totale aantal munten dat van eigenaaglivissimaal is. Als
er zo'’n manier bestaat moet het algoritme het minimale damtaten teruggeven —
anderserror. Het is dus niet noodzakelijk dat het algoritme precies pegtwvelke
munten het gaa® pt






6. Online algoritmen 2.5 pt

e Gegeven een reeks vargewichten > g1 >go > --- > gn > % Bewijs dat First-
Fit-dalend deze reeks optimaal plaatst.

e Geef een reeks van gewichten waar First-Fit dalend betetqee dan Best-Fit da-
lend. Pas beide algoritmen toe om aan te tonen dat jouw reekdexze eigenschap
voldoet.



e Wij willen goederen in een opslagplaats plaatsen. Om hetoeming te houden,
heeft de opslagplaats voor elke N,i > 0 een positigy; om éen pakket op te slaan.
De kost om een goed met gewidjtop plaatsp; te plaatsen is gelijk aag; xi. Als
ik dus bv. gewichten 31,2 heb en ik plaats 3 op posit@, 4 op positieps en 2 op
positieps is de kost 31+ 4% 3+ 2x5=25. Een optimale plaatsing (met minimale
kost) zou kost 41+ 3% 2+ 2+ 3 = 16 hebben. Als een gewicht geplaatst is, wordt
het niet meer verplaatst. Een online algoritme toegepaseopeeks van gewichten
01,...,0n plaatst eerst gewiclyy zonder de andere al te kennen, danetc.

Geef een constante> 1 zodat er voor allen en elk online algoritme\ een reeks
van ten minstan gewichten bestaat waar het online algoritme een oplossef} g
die ten minste keer slechter is dan de plaatsing met minimale kost voor chestes.
Bewijs dat jouw constante deze eigenschap heetft.

Tips: Probeer niet de optimale constante te vinden — voor dit eraméet vol-
doende als je het voor om het even welke constantel bewijst. Het is misschien
nuttig naar reeksen te kijken met heel veel kleine gewicletermaar twee grote
gewichten. ..



7. Gretige algoritmen 1 pt

Je moek bestanderfy,. .., fy met gesorteerde sleutels tot 1 groot bestand mergen,
waarbij voor 1< i < k bestandf; preciesb; sleutels bevat. Je merget elke keer 2
bestanden. De kost om een bestand xigytes te mergen met een bestand et
bytes isx+y. Het doel is om zo lang bestanden te mergen totdat er maartdnioles
over is.

Voorbeeld: je hebt 3 bestanddi, f, f3 metb; = 300 b, = 7000 enbs = 20000
bytes. Als je eersf; en f, merget tot een bestand nimt+ b, bytes heeft dat kost
7300. Als je die dan merget met bestafacheeft dat kostb; + by) + bz = 27300.
Samen is dat 34600. Als je eeffsten f3 merget (kost 20300) en het resultaat met
fo (kost 27300) is de totale kost 47600 — dus veel groter.

Geef een effi@nt gretig algoritme dat een volgorde bepaalt om de bestatele
mergen. Geef uitleg waarom je denkt dat jouw algoritme gaedtpert en wat het
eengretig algoritme maakt.



8. Verzamelingen 1.5 pt

e Gegeven een universum met elemen{én .. n} en een union-find datastructuur
waarin al deze elementen verzamelingen @&t element vormen. Geef en be-
wijs een scherpe bovengrens — ge@f)-notatie — voor de kost van een duurste
union-bewerking in een reeks vam< n union-bewerkingen die union by size en
path-compression gebruikt. Als kost rekenen wij het aaltahenten (sleutels) dat
tijdens de bewerking bezocht werd.



e Pas de bewerkingemni on( 6, 9) enuni on(5, 7) in deze volgorde toe op de
volgende union-find datstructuur. Gebruik union by size &t gompression.



9. Gerandomiseerde algoritmen 1.5 pt

e Let op —dit probleem lijkt op het eerste gezicht op het preiaiit de les, maar het
Is niet helemaal identiek!
Gegeven een verzameling van computérs {Cy, ...,C,} enk groepen van gebrui-
kers, waarbij sommige gebruikers in meerdere groepen kumnitten. Groep kan
computers in de deelverzamelisigC V gebruiken. Er is bovendien een grens 2
zodat elke verzameling een grootte van ten minsteheeft.
Ons doel is op elke computéen van 2 databanken te installeren zodat in elke groep
van gebruikers elke databank gebruikt kan worden — of met¢r@nadoorden: zodat
in elkeV; ten minstegén kopie van elke databank is.

Zou je om dit probleem op te lossen een Las Vegas algoritmemfoeanch and
bound algoritme toepassen? Geef een goede redeneringnwvgarne keuze goed
IS.



e Pas de Miller-Rabin priemgetallentest toe om te testen oeP8peiemgetal is (ook
al is 28 even). Neem als toevallig gekozen getal tussen O éet2getal 9.



NOG NIET OMDRAAIEN !



