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Theorie (gesloten boek)

1. (a) Wanneer noemt men een deelverzameling /{ 1an een n-dimensionale C*-variëteit M een k-
dimensionale (reguliere) deelvariëteit? Beschouw een aÍbeelding / : O -+ lR vanklasse C* op een
open verzarneling f,) C R.3. Bewijs dat l/ : {(2, A,z) e Q: f (r,A,z) :0} een 2-dimensionale
deelvariëteit van lR3 is a1s V/(z,U,z) * 0 voor alle (r, y,z) e N.

(b) Geef een expliciete C*-atlas van.92 ,: {(", a,z) Q lRs : z2 +u2 + z2 :1} (toon aan dat uw
atlas inderdaad een C--atlas is).

(c) Wanneer noemt men een afbeelding tussen twee C*-variëteiten glad? Zij o : (J -+lR3 een opper-
vlak met o van klasse C* en met meetkundig oppervlak X (en beschouw X als een 2-dimensionale
deelvariëteit van lR3). Definieer de GaussaÍbeeldine G : X -+ ,52 als het eenheidsnormaalvector-
ve1d, m.a.w.

- c(po) :N(qá,d):ffimkl
waarbij Po: o(Qà,qfr). Toon aan dat de Gaussafbeetding glad is.

2. Beschouw een oppervlak o : [/ -+ IR3, (qt,qz) ,] o(qt,gz) met meetkundig oppervlak X. Noteer de
eenheidsnormaa,lvector van het oppervlak met N(ql, g'). De tweede grondvorm IIp : TpEx ?pI -+ IR
in P e X werd gedefinieerd als de bilineaire vorm met matrixvoorstelJing Lu : au. N ten opzichte
van de basis (a1, o2) van ?pE. De Weingartenafbeelding Lp : TpE -+ ?pX is de lineaire afbeelding
die voldoet aan Lp(o) -  -Nz, i :7,2.

(a) Voor vectoren v, w € ?pE, geef en bewijs een formule voor IIp(v, w) in termen van de Weingar-
tenafbeelding.

(b) Wanneer noemt mên een punt P varr een oppervlak een umbilicaalpunt? Toon aan dat een
opperviak o met enkel umbilicaalpunten ofwel een (deel van een) vlak, ofwel een (deel van een)
bbloppervlak is.



Oefeningen (open boek)

1,. In deze oefening bewijzen we d.e formule van Enneper, die een verband geeft tussen de Gausskromming

van een opp.r,rtuk en de torsie van een asymptótische lijn op dat oppervlak. Zi o' een opperviak

met meetkundig oppervlak X, Gausskromming K en gemiddelde kromming fI' Z1i P een punt op E

en noteer de eerstá en tweede grondvorm en de Weingartenafbeelding in P als respectievelijk Ip, IIp

en Lp.

(a) Toon aan dat voor alle v, w € TpE geldt dat

Lp(Lp(v)) 'w - 2II IIp(v, w) + K lp(v, w) : 0'

(Hint: Gebruik de stelling van Cayley-Hamilton: een lineaire operator voldoet aan haar karak-

ieristieke vergelijking.)

(b) Zijnu c(s) : d(u1(s),rr(r)) een kromme op het oppervlak, met booglengte als parameter'

Toon aan dat

S{rr{r), 
uz(s)) : -trp(t(s)), met t(s) : c'(s), P : o(ut(s), u2(s))'

(c) Stel nu dat ! enkel hyperbolische punten heeft en dat c een asSrmptotische lijn is waarvan de
' ' 

kromming nooit nul wordt. Gebruik (a) en (b) om aan te tonen dat

r?1s1 :  -K(u1(s),uz(s)),  met r  de torsie van c'

(Hint: gebruik de formules van Fbenet om r2uit te drukken in termen van de Flenet basis')

2. Beschouw het oppervlak bepaald door o(21, ur) : (uycosu2,1t'1siÍtu2,1nu1),u1€]0, +oo], u2 .-l0127Tl'

(a) Bepaat de coëfficiënten van de eerste en de tweede grondvorm en berèken de Gausskromming in

elk punt.

(b) Toon aa.n dat de asymptotische lijnen gegeven worden door u2: * ln zr*c met c een willekeurige

constante.

(c) Bereken de torsie van de asymptotische lijn c(t) : (Ícos(lnÍ),tsin(InÍ),lnÍ), t €]0,+ool (met

dus a(t) : t ,u2(t) : lnt .)  Doeditrechtstreeks, jemagdevorigeoefeningenkelgebruikenom

je resultaat te controleren.'


