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STATISTIEK I, BACHELOR WISKUNDE (PrROF. C. LEY)
EXAMEN JANUARI 2021

TUSSEN HAAKJES STAAN DE INDICATIEVE PUNTEN. VEEL SUCCES !

VeraaG 1 (10 punten)

Beantwoord volgende vragen met, JA/NEFE en een heel korte motivatie {max 2 lijnen per vraag). Het
juiste antwoord alleen geeft ( punten, hel juiste antwoord met approximatieve verklaring 1 punt en het
juiste antwoord met juiste verklaring de volledige 2 punten per vraag,

(a) Stel X en ¥ onafhankelijk van elkaar. Dan is de margmale d1chtheldsfunctle van X gelijk. aan de
conditionele dichtheidsfunctie van X gegeven Y. :

(b) Zij f and g dichtheidsfuncties. Dan is « / + Bg een geldige dichtheidsfunctie <— « + =1
(¢} Varl X +Y + 7] = Var[X] + Var[¥ + Z] geldt enkel als X onafhankelijk is van de som ¥ -+ Z.

(d) De maximum likelihood schatters zijn steeds verschillend van schatters bekomen via de momenten-
methode. '

(e) Convergentie in kans impliceert steeds cohvergentie in verdeling, en nooit anders om. .
VRAAG 2 (15 punten)

Toon aan dat asymptotlsch onvertekende schatters met, asymptotlsch naar O convergerende variantie
noodzakelifk consigtente schatters zijn. :
Hint : maak gebruik van de ongelijkheid van Markov.

VRAAG 3 {50 punten)

7 (X1, Y3), .., (X, Yn)) onafhankelijke en 1dent1ek verdeelde koppels van realisaties van de stochas-
tische vemnderhjken (X,Y") met dichtheidsfunctie

V2 My(z — p)? N

f(ff,’y) = Tyexp(_y) XD (—y(—2£) y T E Ray S [07 OO):
waar X > 0 en € R de onbekende parameters zijn. _ ' |
(a) Toon aan dat Y .Gamma-verdeeld is en dat E[Y] = 3/2. : o

Hint : de Gamma functie is gedefinicerd als T'(z) = [;° #* e ?dz en I'(2) = (z — 1)['(z — 1) voor

z>1en IN1/2} = /7. ' : : ' _
Toon aan dab X conditioneel op ¥ een normale verdeling volgt.
Bepeal E[XY], Var(Y), Cov(XY,Y) en Var(XY). .
Stel Z = VAV X + (1 _ \/}\Y) 4. Is Z afhankelijk van Y ? Zo ja/nee, toon aan.

)
)
)
(e) Bepaal de verdeling van het steekpro'efgemiddelde Y.
) Wat zijn-de maximum likelihood schatbers van pen A7
) Is fprre een consistente schatter voor p?
) Wat is de asymptotlsche verdeling van fiprrm 7
i) |

]
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VRAAG 4 (25 punten)

In deze cefening wensen we de verloop van een virale ziskte te berekenen. Hiervoor veronderstellen we

een oneindig grote populatie van {nog) gezonde mensen en n zieke personen. Elke ziek persoon ontmoet
per dag P gezonde personen, waar P een Poisson verdeling met parameter A > 0 volgt. Teder contact
leidt tot een besmetting van de gezonde persoon met kans p € [0, 1], en dit onafhankelijk van de andere
contacten. Elke nieuw besmette persoon kan aok direct de daaropvolgende dag een gezonde besmetten. .
We veronderstellen hier dat een zieke persoon de hele $ijd ziek en besmettelijk blijit. We veronderstellen
ook dat de zieke personen enkel gezonde personen ontmoeten en dat geen gezonde persoon ‘rwee ziele
personen per dag ontmoet,

(a)
(b)

(d)

Toon aan dat de hoeveelheid mensen dat 1 zieke persoon op 1 dag besmet Poisson-verdeeld is.

le W; het aantal besmette personen op het einde van dag i (dus Wy = n) en 7 het aantal nieuwe
zieken na dag 4. Toon dat de verdeling van Z;|W;_1 de Pmsson(W _1pA) is.

Bereken E[W;], het verwacht aantal zieke personen na dag 7.

Nu wensen we het effect van quarantaine te bekgken Hierbij gaan we ervan u1t dat een persoon die
besmet is geraakt, na 1" dagen positief test en zich de volgende dag in quarantaine zet, hierbij wordt
T gemeten vanaf de eerste dag dat deze personen zelf besmettelijk zijn. Hier-volgt 7" een exponentiéle
verdeling met gemiddelde tijd van 5 dagen. Uiteraard kunnen personen in. quarantaine niet meer

‘andere mensen infecteren. Toon aan dat nu E[W;] = n{\p + e=/5)" is.

Hint : denk aan de speciale eigenschap van de exponentigle verdehng

Men wil zowel het gebruik var eer mondmasker als de quarantame gebruiken om ervoor te zorgen
dat het gemiddelde aantal besmettelijke mensen elke dag daalt. Mondmaskers dragen leidt tot een
kleinere kans van besmetting, dus p wordt veranderd naar pp met p € (0,1). De uitdrukking voor
E[W;] van de vorige vraag kan dus gemakkelijk worden aangepast. Bepaal de maximale waarde van p,
afhankelijk van de parameters n, 7 )\ waatvoor het gem1dde1de aantal besmettelljke mensen per dag
afneemt. :




