Hoofdstuk 6: Relatierekenen:

Oefening 1:

de {x]|0.e}=<def ¢>—(d € {x]0.¢e}
=<axV1>—~(3J(x|a.d=¢e}

= <ax16b>—0
=<st7> 1
Oefening 2:
x € {x|r} =<dummy hernoemen, met v niet vrijin e>x € {v|1[Xx :=V]}

=<axV1> J(v|r[x:=v].v=Xx)
=<st76> A(v.1[x:=v]Av=Xx)
=<st76> A(v|v=x.1[Xx:=V])
=<ax17b>r[x = v] [V :=X]

= <subst. + v niet vrij in > 1

Oefening 3: a:

{x:X[pVql={x:X[p} v {x:X][q}

ve {x:X|pYVqtl=ve x:X|p} v {x:X]|q}

ve {x:X|p} U {x: X|q}=<axV5>v e {x:X|p}Yve {x:X]|q}
=<axV1> Ix: X|p.v=x)Y I(x:X|q.v=Xx)
=<ax19b> I(x: X|pVq.v=Xx)
=<axVl>ve x:X|pYq.v=x}

wegens veralgemening (metastelling)

Viv.ve x:X|pVql=ve x: X|p} U {x:X|q}

=<axV2> {x: X|pVql={x:X|p} v {x:X]|q}

Oefening 4: a:

XuY=YuX

xeXUY =<axV5>xe XVYxeVY
=<axV5>x e Y u X

wegens veralgemening

Vx.xeXuY=xeYuX

=<axV2>Xu Y=Y uUuX

Oefening 6: a:

co(X U Y)=coX N coY

vecoXuUY) <axV4>ve QAvg (XUY)

<defg>ve QA-(ve XUY))

=<axV5>ve QA-(ve XYveYy)

<st22b>ve Q A(—(ve X)A(v e Y))

<st23>(ve QA-(ve X)A(ve QA(veY)
=<def ¢, axV4>v € coXAv € coY
=<axV6>v € (coX N coY)

wegens veralgemening +axV?2



Oefening 10: a:

X\(Y U Z2)=(X\Y) U (X\Z)

veX\(YU?Z) =<axV7>ve XAveg (YU Z)
=<def ¢,axV5>ve XA~(veYVve?Z
=<st23>(ve XA(ve Y)A(ve XA(v e Z)
=<axV7,def ¢>ve (X\Y)Ax € (X\Z2)
=<axV7>v e (X\Y) u (X\2))

wegens veralgemening + axV2

QOefening 11: a:

XYMV ccX) =<axV3>V(x|xeX.xe Y)AVE|xeY.xe X)
=<ax23>Vx.xe X=xe Y)AVE.xe Y=x € X)
=<axl8a>V(x.(xe X=xe Y)AN(x e Y=x € X))
=<st57> V(x.xe X=x€Y)

=<axV2>X=Y
Oefening 12:
(x,y) € (RoS) =dz.(x,z2) € RA(z,y) € S

R = {(b,b),(b,c),(c,d)}
S = {(b,c),(c,d),(d,b)}
R o S = {(b,c),(b,d),(c,b)}
R o R = {(b,b),(b,c),(b,d)}

Oefening 13:

(RoS)'=8-10R-1

(x,z) € (R o S)’! = <def -1 (omgekeerde relatie)> (z,x) € Ro S
= <def o (samengestelde relatie)> 3 (y . (z,y) € R A (y,z) € S)
=<def-1> 3(y. (v,z) € R-1 A(x)y) € S-1)
= <def o> (x,z) € (S-1 o R-1)

wegens veralgemening + axV2

Oefening 14: a:

Ro(SuT)=(RoS)u (RoT)

(x,z) e Ro(S U T) =<defo>3(z.(x,z) € RA(zy) € (S U T))
=<axV5> J(z.(x,2) € RA((zy) e SY(zy) € T))
=<st28> 3(z.((x,2) € RA(z,y) € S)V((x,2) € RA(zy) € T)
=<ax18b> J(z.((x,2) € RA(z,y) e S)Y I(z.(x,2) € RA(zy) € T)
=<defo>(x,y) e RoSY(xy) e RoT
=<axV5>(x,y) e (RoS)u (RoT)

wegens veralgemening + axV?2



Oefening 15:

Ro(SoT)=(RoS)oT

(x,y) e Ro(SoT) =<defo>3(z.(x,z) € RA(zy) e (SoT))
=<defo>3d(z.(x,z) € RAI(v.(z,v) e SA(v,y) € T))
=<st77> 3(z. I(v.(x2) € RA(z,v) € SA(v,y) € T))
=<ax20b> J(v. I(z.(x,2) € RA(z,v) € SA(vyy) € T))
=<st77> 3A(v.(v,y) € TA J(z.(x,2) € RA(z,v) € S))
=<defo>3I(v.(vy) e TA(x,v) € (R0oS))
=<defo>(x,y) e RoS)oT

wegens veralgemening + axV2

Oefening 16: a:

VEx:X.(xx) e R)=Illx < R

IIx ¢ R <axV3> V ((x,y) | (x,y) € IIx. (x,y) € R)
<defII,> V((x,y) | x=y.(Xy) € R)
=<ax21> V. V(y|x=y.(xy) € R)
=<axl7a> V (x. (x,x) € R)

Oefening 16: c:

V(xy,z: X.xRy AyRz=>xRz)=(RoR) c R
(RoR) c R =<axV3> V((x,y) | (x,y) € RoR.(x,y) € R)

=<ax23> V((xy) . (x,y) € RoR=>(x,y) € R)

=<def o> V((x,y). 3(z.(x,2) € RA(z,y) € R)=>(x,y) € R)

=<st36> V((x,y). "3 (z. (x,2) € RA(z,y) € R) YV (x,y) € R)
<st75¢> V((x,y). V(z.((x,2) € RA(z,y) € R)) Y (x,y) € R)
<ax24> V ((x,y). V(z.((x,z) € RA(zy) € R) Y (x,y) € R))
=<ax21> V (x,y,z. ((x,2) € RA(z,y) € R) Y (x,y) € R)
=<st36> V (xy,z. (x,2) € RA(zy) e R=>(xy) € R)

Oefening 18: a:

RYVACA =<axV3>V(x|xeRJ A.xeA)

<def > V(x| V(y.yRx=>y € A).x € A)

<ax23> V(x.V(y.yRx=y e A)==x € A)
=<Rrefl,st50> V(x. V(y.yRx=>y € A)==xRx=>x € A)
=<st74> V (x.1)

= <st69> 1

Oefening 18: ¢:

RTAUB=RTAURTB

xeRT(AUB) =<def T>3(y.yRxAy e A U B)
=<axV5> 3(y.yRxA(y e AYy e B))
=<st28> A(y.(YRx Ay € A) Y (yRx Ay € B))
=<ax18b> J(y.yRxAy e A)Y I(y.yRx Ay € B)
=<def T>x e RT AYxeRTB



=<axV5>x e R T AURTB)
wegens veralgemening + axV2

Oefening 18: i:

RYRVA=RIA

wegens veralgemening voldoende aan te tonen:

xeRIY RV A=xe R A

wegens “wederzijdse implicatie” voldoende om aan te tonen:
xeRIY RV A)=xe R A
enxe R} A=xecR{ R A

xeRI RV A=xe®R{A
<=<st74>V(x.x e Ry R¥ A)=>x e R{ A)
=<ax23> V(x|x e Ry Ry A).x e R A)
=<axV3>R{ RV A) cRI A
= <oefl8a> 1
Bewijs van de vorm: 1=>p
= <st50>p

V(x.p)=><p=>¢> V(x.q)

lemma: (p=>q)=(V(x.p)=> V(x.q))

We nemen het antecedent p => q aan

V(x.p) = <aanname,st21> V (x . p A (p =>q))
<st43> V(x.pArQq)
=<axl8a> V(X.p)A V(x.q)
=><st53b> V (x.q)

xe RV A =<defl>V(z.z2Rx=>z € A)
= <R trans,st21> V (z. (zRx =>z € A) A (zZRy A yRx => zRX))
=> <lemma,st59a> V (z . zZRy A yRx =>z € A)
=<st42> V(z.yRx=>zRy=>z € A)
=<st36> V (z. (yRx) V (zZRy=>z € A))
=<ax24>~(yRx) Y V(z.zZRy=>z € A)
=<st36>yRx=> V(z.zZRy=>z € A)
=<def {>yRx=>y e R{ A
we hebben aangetoond:
xe R1 A=>yRx=>yeR{ A
wegens veralgemening:
V(y.xe RV A=>yRx=>y e R{ A)
=<2xst36,ax24>x € R ¥ A=>V(y.yRx=>y e R | A)
=<def{>xe RV A=xeRJ R A)

Oefening 19: a:

x minimaal element van A

Xxe ANV (y|ly<x.y g A)

b en ¢ zijn zowel maximale als minimale elementen van A
x 1s het kleinste element van A



xe ANV (ylye A.x<Yy)
geen kleinste en geen grootste elementen

Oefening 19: b:

A = {b,c}
b en ¢, zowel minimale als maximale elementen

Oefening 21:

V(x.xRx)==V(A.73(b.be AANV(x|xRb.x g A)))
We nemen V (x . xRx) aan en bewijzen

VA.~3(b.be ANV (x|xRb.x ¢ A)))

Wegens veralgemening is het voldoende om aan te tonen:
—d(b.be ANV (x|xRb.x ¢ A))

=<st75c>V(b.be AANV(x|xRb.x ¢ A))

Wegens veralgemening is het voldoende om aan te tonen
“(be ANV (x|xRb.x ¢ A))

“(be ANV (|xRb.x ¢ A)) =<st29a,def ¢>b ¢ AV—-V(x|xRb.x ¢ A)
=<ax25,def ¢>b e AY I(x|xRb.x € A)
=<st76a>b ¢ AY I(x.xRbAx € A)
<=<st84>b ¢ AY(bRbADb € A)
=<aanname>b ¢ AY (1Ab e A)
=<st2l>bg AYbe A
=<axl1>1
(I=>p)=p
“(be ANV (X|XRb.x ¢ A)) =<..>beg AYIx.xRbAx € A)
=<axll>b g AYIX|x=bY—=(x=b).xRbAx € A)
=<ax19b>b ¢ AY I(x|x=b.xRbAx e A)Y
Jd(x|(x=b).xRbAx € A)
=<ax17b>b ¢ AY(bRbAb e A) Y
d(x|(x=b).xRbAx € A)
=<..>begAVbe AY I(x...)

=<..>1
Oefening 22:
bisklstt A =be AAV(X|Xx € A.DbRx) (b isklstr A =D ismins A)

bisklstr A =<defsubst>b e AN V(x|x € A.DbRx)
=<ax23>b e AAV(x.x € A=>DbRx)
=<st38,def ¢>b e AN V(x.(bRx)=>x ¢ A)
=<defS>b e AAV(x.(xSb)==x ¢ A)
=<stt>b e AANV(X.xSb=x ¢ A)
=<ax23>b e AAV(X|xSb.x ¢ A)
= <def ismin> b ismins A



Extra opgave:

Bewijs dat indien R antisymmetrisch is, elke deelverzameling van x hoogstens 1R kleinste
element heeft.

b is een R kleinste element van A indien:

be ANV (x|x € A.bRx)

Opl:bi e AANV(X|Xxe€e A.bIRX)Abr e ANV (X|Xx € A.b2RX)=>b1=b;

bie ANV(X|[xe A.bIRX)Abr e AAV(x|x € A.b2RX)=>Db1=b,
=<st42>br e A.bbe A= V(X|xe A.biIRx)A V(x|x € A.b2Rx)=>b1=b>
wenemen b; € Aenby € A aan.

p1 A p2

=<p1=qLp=Q>q Q@

Vx|xe A.biIRx)A V(x| x € A.bRx)
=<ax23>V(x.xe A=DbiRx) AN V(x.x € A=>bRx)
=> <st74, lemma> (b, € A =>DbiRby) A (b1 € A =>DbyRby)
lemmapAq=>(p=>r)=>rAq
prAq=>(q=>n=>pAr

prar(p=>r1)=>1Mq

prar(p=>1=>1Mq
=2xst42>p=>r=>pAq=>rAq
we nemen p =>r aan
p/\q=>r/\q E<st37>p/\q/\r/\qu/\q
<st23>pAqAr=pAq
<st3l>(pAr=p)rq=q
=<st37>(p=>1)Aq=q
= <aanname> 1 A q=q
=<st21>q=q
-> instantiatie
= <aanname> (1 => bi1Rb2) A (1 => bzRby)
= <st50> biRb2 A baRb;
=> <R antisymm> b; = b»

Oefening 23:

Pn = in een groep van n mensen heeft iedereen rood haar

POAVY(m|2<n.Pn=>P(n+1))
P2AV(n|2<n.Pn=>P(n+1))=V(n.Pn)
POAV(n.Pn=>P(n+1))=V(n.Pn)



Oefening 24:

Pn=3(k|ke N.3(|l e N.n=2k+5]))
V(n|4<n.Pn)=P4AV(n|4<n.Pn=>P(n+1))

Basisregel:

P4=<defP> J(k|k € N. 3(1|1 € N.4=2k+5]))
=<st76> (k. k e NA J(1.1 e NA4=2k+5]))
<=<st84>2 e NAJ(1.le NA4=22+15])
= <rekenen,st21> (1.1 € NA4=4+5])
=<st24>0 e NA4=4+5.0)
= <rekenen> 1

Inductiestap:
V(n|4<n.Pn=>Pn+1))
=<ax23>V(n.4<n=>Pn=>P(n+1))
wegens de metastelling “veralgemening” is het voldoende om aan te tonen:
4 <n=>Pn=>P(n+1)
we nemen 4 < n aan:
Pn=>Pn+1)
=<defP>3J(k|k e N. 3|l e N.n=2k+51))=P(n+1)
wegens de metastelling “getuige” is het voldoende om aan te tonen:
ke NA3F(1|le N.n=2k+5)=>P(n+1)
=<st42>k e N=>3(1|l e N.n=2k + 51)=>P(n+ 1)
we nemen k € N aan en bewijzen:
A(1|1e N.n=2k+51)=>P(n+1)
wegens metastelling “getuige” voldoende om aan te tonen:
le NAn=2k+51=>P(n+1)
=<st42>1 e N=>n=2k+51=>P(n+1)
we nemen | € N aan en bewijzen
n=2k+51=>Pn+1)
we gebruiken gevallenonderzoek en bewijzen
(HhI=0VvIi>1
2)1=0=>n=2k+51=Pn+1)
B3)I>21=n=2k+51=P(n+1)

(1) onmiddellijk voldaan wegens aanname 1 € N

(2) we nemen 1 =0 aan
n=2k + 51
= <aanname | = 0, rekenen> n = 2k
= <aanname n > 4, rekenen>k -2 € N An=2k
=<rekenen>k—-2 € NAn+1=2(k-2)+5.1
=><st84> 3(k’. k> e NAn+1=2k"+5.1)
=<st84,lemma,l € N> 3(k’. k> e NAI(’.I’ e NAn+1=2k’+51)
=<st76> d(k’. kK’ e N.II’|P e N.n+1=2k’+5.1")
=<defP>P(n+1)

(3) wenemen 1 > 1 aan
n=2k+5]1 =<aannamel > I, rekenen>1—1 € N An =2k + 51])



=<rekenen>1-1 € NAn+ 1=2k+ 51 +1)

=><st84> (k. k> e NAl-1 € NAn+1=2k’+5])
=<lemma,st84> (k. k> e NAI([1".I’ e NAn+1=2k’+5I")
=<st76> (k. k> e N. I’ |’ e N.n+1=2k’ +51")
=<defP>P(n+1)

lemma(p=>q)=>3Ix.pAr=>3I(X.qAr)
bewijs als oefening (metastelling getuige)
+ eerder bewezen lemma



